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强混合序列加权和及部分和之和
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摘　要：设｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ≥１｝为同分布的强混合正随机变量序列，利用混合序列加权和的中心极限定理及矩

不等式，获得了权重为ｄｋ＝ｋ
－１ｅｘｐ｛ｌｎαｋ｝（０≤α＜１／２）的强混合序列加权和及部分和之和乘积的几乎处处

中心极限定理。
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１　引言及主要结果

目前，对各种混合序列极限性质的研究已取得较大的发展，金敬森
［１］
给出了强混合序列部分和乘

积的几乎处处中心极限定理，冯凤香等
［２］
改进了金敬森的结果，付艳莉等

［３］
给出了强混合序列部分和

之和乘积的几乎处处中心极限定理，本文推广了文献 ［３］关于强混合序列部分和之和乘积的几乎处处
中心极限定理。

定义１　设Ｓ，Ｔ是概率空间上的任意两个σ代数，令
α（Ｓ，Ｔ）＝ ｓｕｐ

（Ａ，Ｂ）∈Ｓ×Ｔ
ＰＡ∩( )Ｂ－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

又记混合系数α（ｎ）＝ｓｕｐ
ｋ≥１
α（Ｆｋ１，Ｆ∞ｋ＋ｎ），其中，Ｆ

ｂ
ａ ＝σ（Ｘｉ，ａ≤ｉ≤ｂ）。如果ｌｉｍｎ→∞α（ｎ）＝０，则称｛Ｘｎ，ｎ

≥１｝为强混合序列。
本文中，｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ≥１｝为一同分布的正强混合序列，ＥＸ＝μ＞０，ｖａｒＸ＝σ

２ ＜∞。当１≤ｋ≤

ｎ时，记ｂｋ，ｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝ｋ

１
ｉ，ｃｋ，ｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝ｋ

２（ｉ＋１－ｋ）
ｉ（ｉ＋１） ；当ｋ＞ｎ时，记ｂｋ，ｎ ＝ｃｋ，ｎ ＝０。再记Ｙｋ ＝

Ｘｋ－μ
σ
，Ｕｎ

＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｙｋ，Ｓｎ，ｎ ＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｃｋ，ｎＹｋ，ｎ≥１，σ

２
ｎ ＝ｖａｒ（Ｓｎ，ｎ）。设ｃ为一正常数，在不同之处可以取不同的值，记ａｎ

～ｂｎ表示ｌｉｍｎ→∞ａｎ／ｂｎ＝１。“ａｎｂｎ”表示存在一正常数ｃ使得ａｎ≤ｃｂｎ；“→
ｄ
”表示依分布收敛；Ｉ｛·｝表示

示性函数；!表示标准正态随机变量；Φ（·）表示!的分布函数。本文的结果如下：

定理１　设｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ≥１｝是同分布的强混合正随机变量序列，满足ＥＸ＝μ＞０，ｖａｒＸ＝σ
２＜∞，

记Ｓｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，ｄｋ＝ｋ

－１ｅｘｐ｛ｌｎαｋ｝０≤α＜( )１２ ；Ｄｎ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ，变异系数γ＝

σ
μ
，并且假设下列条件成立：

１）对于某一δ＞０，有Ｅ｜Ｘ｜２＋δ＜∞；
２）对某一ｒ＞１＋２／δ，有α（ｎ）＝Ｏ（ｎ－ｒ）；
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３）ｉｎｆ
ｎ∈Ｎ
σ２ｎ／ｎ＞０。

则对ｘ∈Ｒ有　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＩ
Ｓｋ，ｋ
σｋ
≤{ }ｘ＝Φ（ｘ），ａ．ｓ．。 （１）

定理２　在定理１的条件下，且设Ｂ２ｎ ＝ｖａｒＳｎ，ｌｉｍｎ→∞
Ｂ２ｎ
ｎ＝σ

２
１＞０，又记Ｑｎ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｓｉ，则对ｘ∈Ｒ有

　　　　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＩ ∏

ｋ

ｉ＝１

Ｑｉ
ｉ（ｉ＋１）（μ／２）( )ｋ

１／（γσｋ）

≤{ }ｘ＝Ｆ（ｘ），ａ．ｓ．， （２）

其中，Ｆ（ｘ）是随机变量ｅ! 的分布函数。

２　定理的证明
引理１［４］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是均值为零的强混合序列，对某个δ＞０，有ｓｕｐｎ Ｅ｜Ｘｎ｜

２＋δ＜∞，则存

在一仅依赖δ的常数ｃ（δ），使得

ｓｕｐ
ｊ≥１∑

ｎ＋ｊ

ｉ＝ｊ＋１
｜ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｊ）｜≤ｃ（δ）∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ２／δα（ｉ[ ]）δ／（δ＋２）ｓｕｐ

ｋ
‖Ｘｋ‖

２
２＋δ，

其中，‖Ｘｋ‖ｐ ＝（Ｅ｜Ｘｋ｜
ｐ）１／ｐ，ｐ＞１。

引理２［４］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是均值为零的强混合序列，｛ａｋ，ｎ，１≤ｋ≤ｎ｝是一实值三角组列。假设

１）ｓｕｐ
ｎ≥１∑

ｎ

ｋ＝１
ａ２ｋ，ｎ ＜∞，ｍａｘ１≤ｋ≤ｎ

｜ａｋ，ｎ｜→０，ｎ→∞；

２）对某个δ＞０，｛｜Ｘｋ｜
２＋δ｝是一致可积的，ｉｎｆ

ｋ
ｖａｒ（Ｘｋ）＞０，ｖａｒ∑

ｎ

ｋ＝１
ａｋ，ｎＸ[ ]ｋ ＝１且∑

∞

ｎ＝１
ｎ２／δα（ｎ）＜

∞，则有

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋ，ｎＸｋ→

ｄ
!

（０，１），ｎ→∞。

引理３［５］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是均值为零的强混合序列，对某个δ＞０，有ｓｕｐｎ Ｅ｜Ｘｎ｜
２＋δ＜∞，假设

对某ｒ＞１＋２／δ，有α（ｎ）＝Ｏ（ｎ－ｒ），且ｉｎｆ
ｎ∈Ｎ
Ｂ２ｎ／ｎ＞０，其中Ｂ

２
ｎ ＝ｖａｒＳｎ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞

｜Ｓｎ｜

２σ２１ｎｌｎｌｎ槡 ｎ
＝１，ａ．ｓ．。

引理４［６］　∑
ｎ

ｋ＝１
ｂ２ｋ，ｎ ＝２ｎ－ｂ１，ｎ，∑

ｎ

ｋ＝１
ｃ２ｋ，ｎ ＝

１０
３ｎ－４ｂ１，ｎ＋

１０ｎ
３（ｎ＋１）。

２１定理１的证明

记ａｋ，ｎ ＝
ｃｋ，ｎ
σｎ
，１≤ｋ≤ｎ，ｎ≥１，由ｃｋ，ｎ≤２ｂｋ，ｎ，引理４及条件３）得

ｓｕｐ
ｎ≥１∑

ｎ

ｋ＝１
ａ２ｋ，ｎ ＝ｓｕｐｎ∑

ｎ

ｋ＝１

ｃ２ｋ，ｎ
σ２ｎ
≤ｃｓｕｐ

ｎ

１
ｎ
１０ｎ
３ －４ｂ１，ｎ＋

１０ｎ
３（ｎ＋１( )） ＝

１０ｃ
３ ＜∞。

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｜ａｋ，ｎ｜＝ｍａｘ１≤ｋ≤ｎ

ｃｋ，ｎ
σｎ
≤
２ｂ１，ｎ
σｎ
≤Ｃｌｎｎ

槡ｎ
→０，ｎ→∞。

由强混合的定义知｛Ｙｋ，ｋ≥１｝仍为同分布的强混合序列，且ＥＹ１＝０，ＥＹ
２
１＝１，所以有ｉｎｆｋ ｖａｒ（Ｙｋ）

＝ＥＹ２１ ＝１＞０，且ｖａｒ∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋ，ｎＹ( )ｋ ＝ｖａｒ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ，ｎＹｋ

σｎ
＝σ

２
ｎ

σ２ｎ
＝１；由条件２）中ｒ－２δ

＞１，可得∑
∞

ｎ＝１
ｎ２／δα（ｎ）

∑
∞

ｎ＝１
ｎ－（ｒ－２／δ） ＜∞；又由｛Ｙｋ，ｋ≥１｝的同分布性及条件１），可知｛｜Ｙｋ｜

２＋δ｝是一致可积的。注意到

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋ，ｎＹｋ ＝∑

ｎ

ｋ＝１

ｃｋ，ｎＹｋ
σｎ

＝
Ｓｋ，ｋ
σｋ
，因此

Ｓｋ，ｋ
σｋ
满足引理２的条件，所以有

　　　　　　　　　　　　
Ｓｋ，ｋ
σｋ
→
ｄ
!

（０，１），ｋ→∞。 （３）

设ｆ（ｘ）是有界的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数，且其导函数有界，则由式（３）知
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ＥｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ
→Ｅｆ（!（０，１）），ｎ→∞。

又由Ｔｏｅｐｌｉｔｚ引理得
１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＥｆ

Ｓｋ，ｋ
σ( )
ｋ
→Ｅｆ（!（０，１）），ｎ→∞。

另一方面，由文献［７］中第２部分和文献［８］中定理７１知，式（３）等价于

　　　　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＥｆ

Ｓｋ，ｋ
σ( )
ｋ

＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄΦ（ｘ）＝Ｅｆ（!（０，１））。 （４）

综上，要证明式（１），只需证明

　　　　　　Ｔｎ ＝
１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋ ｆ

Ｓｋ，ｋ
σ( )
ｋ

－ＥｆＳｋ，ｋ
σ( )[ ]
ｋ
→０，ａ．ｓ．，ｎ→∞。 （５）

记ξｋ＝ｆ
Ｓｋ，ｋ
σ( )
ｋ

－ＥｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ

，１≤ｋ≤ｎ，则Ｔｎ＝
１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξｋ，即式（４）等价于Ｔ →ｎ

ａ．ｓ． ０。当ｌ＞２ｋ，由Ｓｎ，ｎ

的定义，有

Ｓｌ，ｌ－Ｓ２ｋ，２ｋ ＝（ｃ１，ｌＹ１＋ｃ２，ｌＹ２＋… ＋ｃｌ，ｌＹｌ）－（ｃ１，２ｋＹ１＋ｃ２，２ｋＹ２＋… ＋ｃ２ｋ，２ｋＹ２ｋ）

＝ｃ２ｋ＋１，ｌＵ２ｋ＋∑
ｌ

ｉ＝２ｋ＋１
ｃ２ｋ＋１，ｌＹｉ。

又有

　　｜Ｅξｋξｌ｜＝ ｃｏｖｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ，ｌ
σ( )( )
ｌ

≤ ｃｏｖｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ，ｌ
σ( )
ｌ

－ｆＳｌ，ｌ－Ｓ２ｋ，２ｋ－ｃ２ｋ＋１，ｌＵ２ｋ
σ( )[ ]
ｌ

＋

ｃｏｖｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ，ｌ－Ｓ２ｋ，２ｋ－ｃ２ｋ＋１，ｌＵ２ｋ
σ( )[ ]
ｌ

Ｍ１＋Ｍ２。 （６）

根据引理１和引理４，以及条件１）和２），有

　　ｖａｒ（Ｓ２ｋ，２ｋ）＝∑
２ｋ

ｉ＝１
ｃ２ｉ，２ｋＥＹ

２
ｉ＋２∑

２ｋ－１

ｊ＝１
∑
２ｋ

ｉ＝ｊ＋１
ｃｉ，２ｋｃｊ，２ｋｃｏｖ（Ｙｉ，Ｙｊ）

≤∑
２ｋ

ｉ＝１
ｃ２ｉ，２ｋ＋∑

２ｋ－１

ｊ＝１
ｃ２ｊ，２ｋ∑

２ｋ

ｉ＝ｊ＋１
｜ｃｏｖ（Ｙｉ，Ｙｊ）｜

 ２０ｋ
３ －４ｂ１，２ｋ＋

２０ｋ
３（２ｋ＋１[ ]）＋∑

２ｋ－１

ｊ＝１
ｃ２ｊ，２ｋ∑

ｋ＋ｊ＋１

ｉ＝ｊ＋１
｜ｃｏｖ（Ｙｉ，Ｙｊ）｜

 ２０ｋ
３ －４ｂ１，２ｋ＋

２０ｋ
３（２ｋ＋１[ ]）＋∑

２ｋ－１

ｊ＝１
ｃ２ｊ，２ｋ∑

ｋ＋ｊ＋１

ｉ＝ｊ＋１
ｉ（２／δ－ｒ[ ]） δ／（２＋δ）

 ２０ｋ
３ －４ｂ１，２ｋ＋

２０ｋ
３（２ｋ＋１[ ]）ｋ。 （７）

同理得，ｖａｒ（Ｕ２ｋ）ｋ。
由ｆ是有界的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数，利用Ｈｌｄｅｒ不等式及条件３），根据式（７），对０＜ε＜１／２，有

Ｍ１≤
ｋ
槡ｌ １＋ｌｎ

ｌ[ ]ｋｃ
１
σｌ
Ｅ｜Ｓ２ｋ，２ｋ＋ｃ２ｋ＋１，ｌＵ２ｋ｜

 １σ
［ｖａｒ（Ｓ２ｋ，２ｋ）

１／２＋ｃ２ｋ＋１，ｌｖａｒ（Ｕ２ｋ）
１／２］≤ ｋ
槡ｌ １＋ｌｎ

ｌ[ ]ｋ≤ ｋ( )ｌ
１／２－ε
。 （８）

又由文献［５］中的强混合的协方差不等式和ｆ的有界性，可知

　　　　Ｍ２ ＝ ｃｏｖｆＳｋ，ｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ，ｌ－Ｓ２ｋ，２ｋ－ｃ２ｋ＋１，ｌＵ２ｋ
σ( )[ ]
ｌ

α（ｋ）。 （９）

由式（８）、式（９）知，τ＝１２－ε＞０，使得｜Ｅξｋξｌ｜≤α（ｋ）＋
ｋ( )ｌ

τ
。

　　Ｅ∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋξ[ ]ｋ

２ ∑
１≤ｋ＜ｌ≤ｎ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｄ２ｋＥξ

２
ｋ ＝ ∑

１≤ｋ＜ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ≥（ｌｎＤｎ）
２／τ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＋

∑
１≤ｋ＜ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ＜（ｌｎＤｎ）

２／τ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｄ２ｋＥξ

２
ｋＴｎ，１＋Ｔｎ，２＋Ｔｎ，３。
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先估计Ｔｎ，１，
Ｔｎ，１ ∑

１≤ｋ＜ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ≥（ｌｎＤｎ）
２／τ

ｄｋｄｌ·［α（ｋ）＋（ｌ／ｋ）
－τ］

≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ∑

ｎ

ｌ＝１
ｄｌ·

１
（（ｌｎＤｎ）

２／τ）τ
＋∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋｅｘｐ（（ｌｎｋ）

α）α（ｋ）∑
ｎ

ｌ＝１
ｄｌ


Ｄ２ｎ

（ｌｎＤｎ）
２＋Ｄｎｅｘｐ（（ｌｎｎ）

α）
１

（ｌｎｎ）２／δ
。

再估计Ｔｎ，２，因为ｄｌ＝
ｅｘｐ（ｌｎαｌ）

ｌ ～ｅｘｐ（ｌｎαｌ）ｌｎｌ＋１ｌ，所以

Ｔｎ，２≤ｅｘｐ（ｌｎαｎ）∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ ∑
ｋ＜ｌ≤ｋ（ｌｎＤｎ）

２／τ

（ｌｎ（ｌ＋１）－ｌｎｌ）ｅｘｐ（ｌｎαｎ）·Ｄｎ·ｌｎｌｎＤｎ。

然后估计Ｔｎ，３，因为Ｅξ
２
ｋ≤１，ｅｘｐ（ｌｎ

２αｋ）是关于ｋ的慢变化函数，所以

Ｔｎ，３≤∑
∞

ｋ＝１

ｅｘｐ（ｌｎ２αｋ）
ｋ２

＜∞。

由文献［９］知，对于Ｄｎ，当ａ＝０时，ｄｋ ＝ｅ／ｋ，Ｄｎ ～ｅｌｎｎ；当０＜α＜１／２时，有

Ｄｎ ～∫
ｎ

１

ｅｘｐ（ｌｎαｘ）
ｘ ｄｘ＝∫

ｌｎｎ

０
ｅｘｐ（ｙα）ｄｙ～∫

ｌｎｎ

０
ｅｘｐ（ｙα）＋１－α

α
ｙ－αｅｘｐ（ｙα( )）ｄｙ

＝∫
ｌｎｎ

０

１
α
（ｙ（１－α）ｅｘｐ（ｙα））′ｄｙ＝１

α
ｌｎ（１－α）ｎｅｘｐ（ｌｎαｎ）。 （１０）

因此，当ｎ→∞有　　　　　　　ｌｎＤｎ ～ｌｎαｎ。 （１１）

　　　　　　　　　　ｅｘｐ｛ｌｎαｎ｝～ αＤｎ
ｌｎ（１－α）／αＤｎ

～ αＤｎ
ｌｎ（１－α）ｎ

。 （１２）

由式（１０）～（１２）可知，

Ｔｎ，１
Ｄ２ｎ

（ｌｎＤｎ）
２＋

Ｄ２ｎ
（ｌｎＤｎ）

（１－α）／α＋２／（αδ），Ｔｎ，２Ｄ
２
ｎ（ｌｎＤｎ）

（α－１）／α·ｌｎｌｎＤｎ。

因此，当α∈［０，１／２）时，（１－α）／α＞１，ε＞０有

∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（｜Ｔｎ｜＞ε）∑

∞

ｎ＝１
ＥＴ２ｎ

１
Ｄ２ｎ
∑
∞

ｎ＝１
Ｅ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξ[ ]ｋ

２

　　∑
∞

ｎ＝１

１
（ｌｎＤｎ）

２＋
１

（ｌｎＤｎ）
（１－α）／α＋２／（αδ）＋

ｌｎｌｎＤｎ
（ｌｎＤｎ）

（１－α）／[ ]α ∑
∞

ｎ＝１

１
ｌｎＤｎ·（ｌｎｌｎＤｎ）

２。

下面用子序列法证明Ｔ →ｎ
ａ．ｓ． ０，ｎ→∞。先证明ａ＞１，取ｎｋ＝ｉｎｆ｛ｎ，Ｄｎ≥ａ

ｋ｝，则Ｄｎｋ≥ａ
ｋ，Ｄｎｋ－１

＜ａｋ，所以Ｄｎｋ ～ａ
ｋ。又由ｄｎ、Ｄｎ的定义，可得ｌｉｍｎ→∞ｄｎ／Ｄｎ ＝０，所以Ｄｎ－１／Ｄｎ ＝１－ｄｎ／Ｄｎ→１，ｎ→∞，故

１≤
Ｄｎｋ
ａｋ
＝
Ｄｎｋ
Ｄｎｋ－１
·
Ｄｎｋ－１
ａｋ
＜
Ｄｎｋ
Ｄｎｋ－１

→１，ｋ→∞。

因为Ｄｎｋ ～ａ
ｋ，ｋ→∞，所以

∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（｜Ｔｎｋ｜＞ε）∑

∞

ｋ＝１

１
ｌｎＤｎｋ（ｌｎｌｎＤｎｋ）

２∑
∞

ｋ＝１

１
ｋ（ｌｎｋ）２

＜∞。

由 Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理知，Ｔｎ →
ｋ

ａ．ｓ． ０，ｋ→∞，即Ｄ－１ｎｋ ∑
ｎｋ

ｋ＝１
ｄｋξ →ｋ

ａ．ｓ． ０，ｋ→∞。又ｎ，存在ｋ，使ｎｋ

≤ｎ＜ｎｋ＋１，当ｎ→∞时，

｜Ｔｎ｜＝
１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξｋ≤

１
Ｄｎｋ ∑

ｎｋ

ｋ＝１
ｄｋξｋ ＋

１
Ｄｎｋ ∑

ｎｋ＋１

ｋ＝ｎｋ＋１
ｄｋξｋ≤｜Ｔｎｋ｜＋

２ｃ
Ｄｎｋ
（Ｄｎｋ＋１ －Ｄｎｋ）

＝｜Ｔｎｋ｜＋２ｃ
Ｄｎｋ＋１
Ｄｎｋ
－[ ] →１

ａ．ｓ． ２ｃ（ａ－１）。

令ａ→１，则有Ｔ →ｎ
ａ．ｓ． ０，ｎ→∞。因此式（５）成立，定理１证毕。
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２２定理２的证明

令Ｗｉ＝
Ｑｉ

ｉ（ｉ＋１）μ／２
，根据定义有

１
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）＝

１
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｉ

ｊ＝１

（ｉ＋１－ｊ）（Ｘｊ－μ）
ｉ（ｉ＋１）μ／２

＝ １
γσｋ∑

ｋ

ｊ＝１
∑
ｋ

ｉ＝ｊ

（ｉ＋１－ｊ）（Ｘｊ－μ）
ｉ（ｉ＋１）μ／２

＝１
σｋ∑

ｋ

ｊ＝１
ｃｊ，ｋＹｊ＝

Ｓｋ，ｋ
σｋ
。

所以，对于ｘ∈Ｒ，式（２）等价于

　　　　　　　　　 １
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＩ

１
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）≤{ }ｘ→Φ（ｘ），ａ．ｓ．。 （１３）

所以由
１
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎＷｉ＝ｌｎ∏

ｋ

ｉ＝１

Ｑｉ
ｉ（ｉ＋１）（μ／２）[ ]ｋ

１／（γσｋ）

知，为证明式（１３），只需证明对于ｘ∈Ｒ，有

　　　　　　　　　 １
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋＩ

１
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎＷｉ≤{ }ｘ→Φ（ｘ），ａ．ｓ．。 （１４）

根据引理３，对充分大的ｉ，有
｜Ｗｉ－１｜（（ｌｎｌｎｉ）／ｉ）

１／２，ａ．ｓ．。
因ｌｎ（１＋ｘ）＝ｘ＋Ｏ（ｘ２），当｜ｘ｜＜１／２时，由Ｗｉ－１→０，ａ．ｓ．，得

∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｎＷｉ－∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）

２ｌｎｋｌｎｌｎｋ，ａ．ｓ．，

因此，ε＞０，存在ｎ０ ＝ｎ０（ε），使得当ｋ＞ｎ０时，有

Ｉ １
γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）≤ｘ－{ }ε≤Ｉ １γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｎＷｉ≤[ ]ｘ≤Ｉ １γσｋ∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｗｉ－１）≤ｘ＋{ }ε。

因此，式（１４）成立，定理２证毕。
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