
第３４卷 第３期
２０１４年８月

桂 林 理 工 大 学 学 报

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕｉｌｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
Ｖｏｌ３４Ｎｏ３


Ａｕｇ　２０１４

文章编号：１６７４－９０５７（２０１４）０３－０５１０－０５　　　　　 ｄｏｉ：１０３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ１６７４－９０５７２０１４０３０１７

地图投影的拓扑学原理

钟业勋１，２，童新华１，韦清?２，刘润东２

（１广西师范学院 资源与环境科学学院，南宁　５３０００１；２广西测绘地理信息局，南宁　５３００２３）

摘　要：根据拓扑映射的定义，指出了 “刺孔球面”（Ｓ２－｛ｚ｝）与二维平面Ｒ２的同胚性质。从有限闭区间
及其彼此等势的拓扑学原理，推出ｆ（Ａ）为非空集。ｆ（Ａ）的边界是二维平面上的约当闭曲线，约当闭曲线的任
意性，使得ｆ（Ａ）可以在拓扑变换下变形为任意的形状，构造多种多样的投影网格。以若干实例说明了拓扑映
射ｆｆ１、ｆ２的实现方法。
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比较构成了所有科学解释的核心（Ａｒｍｅｒ，
１９７３；Ｂａｉｌｅｙ，１９８２；Ｂｌａｌｏｃｋ，１９６１；Ｎａｇｅ，１９６１）；所有
科学本质上都比较的（Ｋｌｉｎｇｍａｎ，１９８０）；有的学者
认为，没 有 比 较 就 没 有 科 学 思 想 （Ｓｗａｎｓｏｎ，
１９７１）［１］。地理变量量表的本质差异在于其满足的
偏序集条件不同；定名量表的众数通过不同质事物

量的比较来确定；山、谷、鞍部等基本地貌形态的

得名，是定义域内特征点与其他点高程比较的结

论；不同的地图符号，关联着不同的约束变换条

件；物质存在的不同时空条件，对应着不同的时

态，……［２－７］。地图投影具有悠久的历史：公元

前３—前２世纪，希腊的埃拉托色尼（Ｅｒａｔｏｓｈｅｎｅｃ，
公元前２７６—前１９４年）就应用经纬网绘制地图了；
而希帕恰斯（Ｈｉｐｐａｒｃｈｕｓ，公元前约 １９０—前 １２５
年）则创立极射投影和正射投影；荷兰地图学家托

勒密（Ｃｌａｕｄｉｕｓｐｔｏｌｅｍａｅｕｓ，公元 ９０—１６８年）拟定
了伪圆锥投影及简单的圆锥投影。德国数学家高斯

（Ｇａｕｓｓ，１７７７—１８５５年）发明了横轴圆柱投影———
高斯投影。高斯投影、墨卡托投影、兰勃特投影

等，至今仍是我国大中专 《地图投影》等相关课

程中的经典内容［８－１０］。为什么球面上一个简单的

图形会有如此丰富的地图投影方案？这投影差异

之外必定有更根本的共同点。有鉴于在这方面似

乎鲜有探究的文献，笔者想从拓扑映射的角度，

对这一问题作一探讨性的尝试。

１　基于刺孔球面 （Ｓ２－｛ｚ｝）与二维
平面Ｒ２同胚的地图投影定义

定义１　同胚　设Ｘ与Ｙ是两个随意的拓扑空
间，并设ｆ：Ｘ→Ｙ。如果ｆ是连续的双一一函数，并
且它的反函数ｆ－１也是连续的，那么，ｆ就叫做空间
Ｘ到空间 Ｙ上的一个同胚或拓扑映射或拓扑变换；
此时空间Ｘ与空间Ｙ叫做同胚的，记为Ｘ≈Ｙ。

设 Ｓ２表示单位球面ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｘ

２
３＝１，令ｚ表示

它的 “北极”（０，０，１），则通过球极平面射映
（ｓｔｅｒｅｏｇｒａｐｈｉｃｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ）即 可 看 出 “刺 孔 球

面”（Ｓ２－｛ｚ｝）与平面ｘ３＝－１同胚，从而与坐标平
面Ｒ２同胚，即（Ｓ２－｛ｚ｝）≈Ｒ２。

“刺孔球面”（Ｓ２－｛ｚ｝）与二维平面Ｒ２同胚原
理，是建立以球面坐标（以纬度φ与经度λ）的球面
二维场与平面二维场（平面直角坐标 ｘ，ｙ）之间的
地图投影的基本原理。

定义２　地图投影　 存在 “刺孔球面”（Ｓ２－
｛ｚ｝），二维平面Ｒ２以及变换ｆｆ１、ｆ２｜ｆ１＝ｆ２∨ ｆ１
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≠ ｆ２，若ｐ（φ，λ）∈Ａ∈（Ｓ
２－｛ｚ｝）满足

　
ｘ＝ｆ１（φ，λ）

ｙ＝ｆ２（φ，λ
}
）
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２， （１）

则称满足式（１）的变换为地图投影。ｆｆ１、ｆ２不同，
便构成不同的地图投影。

２　地图投影类型繁多的拓扑学基础

２１　地球面上的制图区域 Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）为有限
闭区域

“刺孔球面”（Ｓ２－｛ｚ｝）上可以表示为它所包
含的经线λｉ或纬线φｊ的并集，即

　（Ｓ２－｛ｚ｝）＝∪ｉ∈Ｉλｉ ｉ∈［０°，±１８０°］

＝∪ｊ∈Ｊφｊ ｊ∈［０°，±９０°）。 （２）

因此，对任意的制图区域Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝），均有一
组西经线λＷ、东经线λＥ、南纬线φＳ和北纬线φＮ为
其边界线。

定义３　Ａ的边界线　经线λＷ和λＥ、纬线
φＳ和φＮ，若满足
　ｐ（φｊ，λｉ）∈ＡλＷ≤λｉ≤λＥ∧φＳ≤φｊ≤φＮ，

（３）
则称λｉ∈Ａ的下界λＷ为Ａ的西边界；λｉ的上界λＥ
为Ａ的东边界；φｊ∈Ａ的下界φＳ为Ａ的南边界；φｊ
的上界φＮ为Ａ的北边界。

Ａ的边界为Ａ的导集，表现为λＷ、λＥ、φＳ和φＮ
的并集：

ＢｄＡ＝Ａ′＝λＷ∪λＥ∪φＳ∪φＮ。 （４）
由于Ａ包含导集Ａ′，故Ａ为闭集，从而使Ａ内

的一切线段，均属有限闭区间。

２２　有限闭区间的基数为连续的统势
定义４　基数或势　对于每个集合 Ａ，给它一

个记号ｃａｒｄＡ，使得当且仅当集合 Ｂ～Ａ时，才有
ｃａｒｄＡ＝ｃａｒｄＢ，那么，ｃａｒｄＡ就叫做集合 Ａ的基
数或势，也叫做Ａ的元素个数。

定义５　等势　设Ａ与Ｂ表示任意两个集合。
如果存在着Ａ到Ｂ上的一个双一一函数，就称集合
Ａ与集合Ｂ对等或等势，记作：Ａ～Ｂ。

定义６　连续统的势　单位区间 Ｉ＝ ［０，１］
的基数称为连续统的势，记作ｃａｒｄＩ＝ｃ。

设［ａ，ｂ］为有限闭区间（非退化区间），ａ、ｂ为
实数。实数是有理数与无理数的总称。实数之间可

以进行加、减、乘、除（除数不为零）的运算，并且满

足通常的运算规律（交换、分配、结合律），即实数全

体构成一个域。运算结果显然有

　［ａ，ｂ］［０，（ｂ－ａ）］［０，１］。 （５）
从式（５）可见，任何有限闭区间（非退化区间）

均具有连续统的势［１１］。由此得下列蕴涵关系：

Ａ≈ｆ（Ａ）ｌ≈ｆ（ｌ）ｌ×ｌ≈ｆ（ｌ）×ｆ（ｌ）

　　　　ｌ∈Ａ∧ｆ（ｌ）∈ｆ（Ａ）。 （６）
２３　Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）在Ｒ２的投影ｆ（Ａ）∈Ｒ２的非空
集性质的逻辑必然性

可视化是地图学的核心。图式规定地图上的

点大为０１５ｍｍ，线划不能细于０１ｍｍ，两个符
号的间距不能小于０２ｍｍ，这些阈值的规定，都
在于确保地图符号的可视化［１２－１５］。这些阈值表

明，地图上使用的 “有限闭区间”与数学上定义

的 “有限闭区间”更为直观和易于理解。任何地图

都不会是单一的某个符号，而是符号的集合，这

符号集以图廓线为其边界，可见 “有限闭区域”是

地图的共有属性。ｆ（ｌ）∈ ｆ（Ａ），都存在于有限闭
区域之中。ｆ（Ａ）的 “有限闭区域”性质，说明Ａ∈
（Ｓ２－｛ｚ｝）在Ｒ２的投影ｆ（Ａ）∈Ｒ２必须为非空集，
即ｆ（Ａ）≠∈Ｒ２是地图投影必须满足的充要条
件。

在式（６）中，当ｌ×ｌ为Ａ中的经纬网时，ｆ（ｌ）×
ｆ（ｌ）即为它在ｆ（Ａ）中的投影。Ａ的同胚像ｆ（Ａ）及
ｆ（ｌ）×ｆ（ｌ）∈ｆ（Ａ）无限多。
２４　Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）在Ｒ２的投影ｆ（Ａ）＝的谬误性

Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）在Ｒ２的投影不可能为空集，可
证明如下：

①由定义６可知，任何有限闭区间（非退化区
间）均具有连续统的势，即ｃａｒｄＩ＝ｃ。空集的基数
为０，即ｃａｒｄ ＝０，两个集合不等势，不满足同
胚条件；

②区间长度为０的区间称为 “退化区间”，有
限闭区间为非退化区间，两者具有相反的性质，如

果ｆ（Ａ）＝ 的存在合理，无异于 “是 ＝非”或
“任意两实数ａ与ｂ之差均为０”的命题成立。这两
命题的谬误是显然的，从而证明 ｆ（Ａ）＝ 不可
能。

２５　约当曲线定理
定理１　约当曲线定理　 设 Ｊ是欧氏平面 Ｒ２
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上的点集，它是圆周的同胚像（称为约当闭曲线），

则Ｒ２－Ｊ必由两个连通分支组成，以Ｊ作为与它们
的公共边界［１６］。

显然，地图ｆ（Ａ）的边界就是约当曲线Ｊ，它将
欧氏平面Ｒ２分为图内和图外两个连通区域。任意
的约当闭曲线Ｊ，都是Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）在Ｒ２的同胚
像，从而使ｆ（ｌ）∈ｆ（Ａ）为ｌ∈Ａ的同胚像。Ａ的
同胚像ｆ（Ａ）及ｆ（ｌ）×ｆ（ｌ）∈ｆ（Ａ）无限多，即满足
双一一函数关系的图形无限多，这是球面上有确定

边界的Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）可在不同的ｆｆ１、ｆ２下使
ｆ（Ａ）变换为多种多样形状特征的投影网格的拓扑
学基础。在建立从Ａ到ｆ（Ａ）的函数关系时，一般按
“定形”、“定性”、“定尺度”３个条件来建立，由
于３个条件的组合无限多，从而使设计方案无限
多［１７］。

３　地图投影的多样性示例

３１　正轴、横轴、斜轴方位投影、圆锥投影和圆
柱投影

地图投影的分类，基本上可通过投影过程某种

标志或特征的差异度来进行分类。例如，根据投影

面是平面、圆锥面和圆柱面，可分为方位投影、圆

锥投影和圆柱投影（图１～图３）。这３种地图投影，
再根据投影中心或中心轴与地轴的相对位置，又可

分为正轴（中心轴与地轴重合）投影、横轴（中心

轴与地轴正交）投影和斜轴（中心轴与地轴斜交）

投影。根据投影的变形性质，可分为等角投影、等

图１　正轴、横轴、斜轴方位投影
Ｆｉｇ１　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆａｚｉｍｕｔｈａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌ，

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅａｎｄｏｂｌｉｑｕｅ

图２　正轴、横轴和斜轴圆锥投影
Ｆｉｇ２　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｃｏｎｉｃｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌ，

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅａｎｄｏｂｌｉｑｕｅ

图３　正轴、横轴、斜轴圆柱投影
Ｆｉｇ３　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌ，

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅａｎｄｏｂｌｉｑｕｅ

积投影和任意投影。根据投影面与地球面相切或相

割，可分为相切型和相割型投影等。

３２　古德分瓣投影
古德分瓣法表示的摩尔威得投影，是将若干经

线在南北半球分别采用不同的参数建立曲线方程，

并使它们在赤道处圆滑连接，它具有使大陆部分变

形较小，但海洋被割裂表示的特点（图４）。

图４　用古德分瓣法绘制的摩尔威得投影世界地图
Ｆｉｇ４　ＷｏｒｌｄｍａｐｏｆｍｏｌｌｗｅｉｄｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈＧｏｏｄｅ

ｉｎｔｅｒｕｐｔｅｄｍｅｔｈｏｄｍａｐｐｉｎｇ
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３３　若干具有奇异美感的地图投影
美国地图学会地图投影委员会 ＲｏｂｉｎｓｏｎＡＨ

等撰写的 《如何按需求配置地图投影》（胡毓钜等

译，龚剑文校），展示了若干鲜为人知的地图投

影，这些投影的形状及其处理手法独特奇异。以

南极为中心的哈默等面积分瓣投影 （Ｓｐｉｌｈａｕｓ和
Ｓｎｙｇｅｒ，１９９１），以岸线来取代通常作为投影边界
的弯曲的经线，这种处理也显出一种奇异美 （图

５）；以南极为中心的近似等面积分瓣投影
（Ｓｐｉｌｈａｕｓ，１９７９），收到世界陆地包围世界海洋的
奇异效果 （图６）；一种分割的以南极为中心的横
轴正弦曲线等面积分瓣投影 （Ｓｐｉｌｈａｕｓ，１９９０）把
７个主要地壳板块制图成一种能够比较面积并合理
地保持板块的形状，这种处理方法和形象都堪称

奇异［１８－１９］ （图７）。
３４　地图投影的新定义

数学模型就是用简单的数学语言，对原型的

某些本质特征或基本过程在定性分析的基础上，

从数量方面进行描述并使之适合数学工具进行操

作的一种符号———结构模型［２０］。在圆锥投影、圆

柱投影、方位投影、伪圆锥投影、伪圆柱投影、伪

图５　以南极为中心的哈默等面积分瓣投影
（Ｓｐｉｌｈａｕｓ和Ｓｎｙｇｅｒ，１９９１）

Ｆｉｇ５　Ｈａｍｍｅｒｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｉｎｔｅｒｕｐｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
ｉｎｔｈｅｃｅｎｔｅｒａｔＳｏｕｔｈＰｏｌｅ

图６　以南极为中心的近似等面积分瓣投影（Ｓｐｉｌｈａｕｓ）
Ｆｉｇ６　Ｓｉｍｉｌａｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｉｎｔｅｒｕｐｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｉｎｔｈｅｃｅｎｔｅｒａｔＳｏｕｔｈＰｏｌｅ

图７　一种分割的以南极为中心的横轴正弦曲线等
面积分瓣投影（Ｓｐｉｌｈａｕｓ，１９９０）

Ｆｉｇ７　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｉｎｔｅｒｕｐｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ
ｓｉｎｅｃｕｒｖｅｉｎｔｈｅｃｅｎｔｅｒａｔＳｏｕｔｈＰｏｌｅ

方位投影和多圆锥投影中，这种数学模型极为普

遍。凡是能对地图投影的网格特征和构成规律加

以刻划和描述的数学形式，都属于地图投影的数

学模型。例如，从不同经纬线类型组合的角度，

可以给出地图投影的新定义［２１］；对曲线的自然方

程，从经线曲率变化的规律，也可以给出地图投

影的新定义［２２］。地图投影的数学模型与地图投影

的定义等价。

４　结束语

“刺孔球面”（Ｓ２－｛ｚ｝）与二维平面Ｒ２之间满
足拓扑映射（同胚）的定义，从而使Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）
与ｆ（Ａ）∈Ｒ２同胚，即（Ｓ２－｛ｚ｝）≈Ｒ２。由于球面上
的任意制图区域Ａ∈（Ｓ２－｛ｚ｝）是有界的闭集，它
的“有限闭区域”的属性确定无疑，从而使区域内

的包括经纬线在内的一切线段 ｌ∈ Ａ均属于“有限
闭区间”。另一方面，Ａ∈ （Ｓ２ －｛ｚ｝）的平面像
ｆ（Ａ）∈Ｒ２的非空集性质，在通过ｆ（Ａ）＝的证伪
后，ｆ（Ａ）≠的非空集性质也确定无疑，从而使
ｆ（Ａ）≠也属“有限闭区域”。一维的“有限闭区
间”从属于二维的“有限闭区域”。“有限闭区间”

［ａ，ｂ］为非退化区间，都具有连续统的势。ｆ（Ａ）的
边界为约当闭曲线，闭合曲线的任意性，为建立多

种类型的地图投影提供了理论基础和数学工具。具

体的ｆｆ１、ｆ２的函数形式表现为满足同胚关系的
经纬网结构。本文用正轴、横轴、斜轴的方位投

影、圆锥投影、圆柱投影、古德分瓣投影和若干具

有奇异美感的地图投影示例，说明建立在“刺孔球

面”（Ｓ２－｛ｚ｝）与二维平面Ｒ２同胚基础上的地图投
影，具有巨大的创新设计空间。“刺孔球面”（Ｓ２－
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｛ｚ｝）与二维平面Ｒ２同胚的关系，是各种地图投影
共有的更基本的属性。
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