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摘 要 研究 了二阶线性微分方程两个线性无关解人(衣 fz( z) 之积的零点收敛指数

袱
,

为
,

以及其解的增长级 p了 )
,

给出了 双人句 = co 和 p 汀 ) = co 的充分条件
。
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1

O 引 言

考虑以下方程

f’ + A (
z
犷 + B (

z
丫= 0 ( l )

其中 A ( )Z
,

(B )z 均为有穷级整函数
。

( l) 式的所有解都是整函数
。

文献 〔 1一 4 〕 研究 了式

( l) 式的解的增长级及其某些表示
,

这里主要研究 ( l) 的任两个线性无关解 fl ( )z
,

儿 ( )z

之积的零点收敛指数双人几)
,

以及 ( l) 的任一非平凡解 f ( :
) 之增长级 p 切

。

定义 1 设以 )z 是开平面 }日< 」。 。上的一个整函数
。

则记

心 )一 丽 ( 10 9
+

从
; ,

粤) / 10 9 ;

, , . 9

P仓)= l im ( 10 9 + T (
r ,

g ) / lo g r

定义 2 设 g ()z 是开平面 {刘< 十伪上的丫个整函数
,

其级 p (g ) < OO
,

并且具有 k (皓
l) 个判别有穷渐近值 ia ( i = 1

,

2
,

…
,

k)
,

其相应渐近路径为 iL ( i = 1
,

2
,

一
,

k)
,

吞和

乓
;

i( = 1
,

2
,

…
,

k)
,

工针 1 = L ,
是相邻的

,

界 囿一个单连通区域 iD
。

若 k 一 Z p讼)
.

则称

以z) 为级 k / 2 的
.

所涉及的 N e v a n l in n a 理论和标准记号均据文献 〔5〕
.

定理 1 设 (A z)
,

厌)z 为有穷级整函数
,

又设人(z)
,

f(z
: ) 为 ( l) 的任两个线性无关解

.

则 : a( ) 若
.

厌 )Z是级 k / 2 的
,

p ( A ) < k / 2
,

则鱿句
= co ; b( ) 若 A (z) 是级 k / 2 的

,

p

( B ) < k / 2
,

则私人) = co
。

定理 2 设 (A )z
,

刀伺均为有穷级整函数
,

戒 )z 是级 k / 2 的
,

且 p ( A ) 子 p ( )B
。

又设

人)z 为 ( l) 的任一非平凡解
,

则 p了) = co
。

由定理 2 易得到以下推论 :
设 (A )z

,

(B )z 均为有穷级整函数且 (A )z 是级 k / 2 的
,

又设
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、

,
子、
,

矛

2
门、é了.、、了.、

大)z 为 ( l) 的任一非平凡解
,

若 p ( f) < co
,

则必有 p ( A ) = p ( B )
。

l 几个引理

引理 1 设 fl ()z
,

fl ()z 为 ( l) 的任两个线性无关解
。

令 月 )z 二fl (z )f(z )z e丁“ (训
` ,

则

4B 一 --2 2A
`

钊 F
`

/ 月赴2F
”

/ --F l/ 产

证明: 由
、

fl( )z
, `

fl( )z 的 W or ns ik 行列式有

fl 几了
’ 2
乙几丫

’ 1 / fl ) = e 一 J “ (加
,

因而有 f’ 2 /儿了
` ; / fl = 1 / F

又因为 f’ , / fl 丫
’ 2 /

.

几= 尸 / --F A

把以上二式相加后得 犷
2
./ 几= 1 / 厂+ 厂尹 / 万二翅

对 (3 ) 式微分一次得 2f
’’ 2 /几 = 2了

’ 2 /月--2 尸 / 尸+ 尸 / 升 (F
’

/ 乃
Zes A

`

把 ( 3) 式代入上式后得

万
“ : /几 = l / 2尸十通 2 / 2一 A / 万二注尸 / +F 尸 / 户气尸 / 乃 2 / 2一 A `

由 ( 3 )
,

( 4 ) 式代人 ( l ) 式后即证得引理 1
0

为了方便起见
,

不妨把文献 〔6 〕 中的定理 4
.

12 作为引理如下
:

引理 2 设人)z 为级 k / 2 的
。

则对任意值 O
,

0 < 0 < 2二 和任意小的数
。 > 0

,

有

l im lo g l o g M {卿8 一 气0 + 。 :r ) 护 } / lo g r = p的

(4 )

其中
:

M {。 (0一
。 ,

o + 。 ; r
)乃表示广(

z
)在城0 一 凡0 + 。: r

)上的最大模
。

以下引理是文献 〔3 〕 中引理 1 ( b ) 的特殊情形
:

引理 3 设人)z 是 p 级超越整函数
.

任给定
。 > O

。

则存在对数测度为有穷的集 oE c ( l,

co )
,

使当 禅 oE U 0[
,

l] 时
,

有

叭 )z / 只 )z } < }
:

}
“ + ` 一 ’

引理 4(
9 〕 设 (G )r 和 (H )r 为两个定义在 (0

,

R ) 内的非减实函数
.

若除去一个有穷测度

的集合 E 外有 (G )r < (H )r
。

则对任意的
二 > 1

,

存在
r 。

使得对所有的
r
> or 有 (G )r < (H

:
)or

2 定理 1 的证明

( a ) 假设 双人人) < co
.

由 ( l) 式有

了号/ 寿)
2 + 了号/ fj )

` + A
·

f ,j /寿+ B = 0
,

仃一 1, 2)

于是
,

由N e v a n li n n a 理论得

m (
r
f ,j / fj )蕊 。 (

r ,

A ) + m (
r ,

B ) + S (
r
J ,j / fj )

,

仃= l
,

2 )

因而有

T f
r
J ,j / fj ) ( 从

r ,

l / fj )+ T (
r ,

A ) + T (
r ,

B )+ O {l o g r T (
r
J ,j / fj ) }

, r 砖E
,

仃= l
,

2 )

E为测度为有穷的
;
值集

。

据引理 4
,

易推得

p (f ,j / fj ) ( m a x

{p ( A )
,

p (B )
,

狱 )} Q= l
,

2 )

由 ( 2 ) 式得 T (
r ,

乃 ( T (
r
J

` . / f
.
) + T (

r
J

` 2 / 几 ) + O ( l )

因此 p (月蕊 m a x

{ p (f ,j / fj )}蕊 m a x

{p ( A )
,

p (B )
,

好
1
)

,

盯
2
)} < 的

由引理 1
,

有
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4 B = A Z + Z A
`

+ (F
`

/ 月
2 一 ZF

`

/ F 一 l / F Z

根据 W im an 一
Va li ro n 理论

,

文献 〔 7 〕 中的定理 1
.

巧
、

定理 1
.

16 和引理 2
,

对任意小的正数

。 > 0
,

使当

: c城 0一 气0 + 。 ;r) c 城0 ,刀: ; )r

时
,

则除去对数测度为有穷的
r
值集 D ( r ) 外

,

当; ” co 时
,

有

4 }B (
z
) }( o { IA ( )z }

2 + }A ,(
z
) 1+

v
(

r
)

2 / r Z

} (5 )

其中: z 。 。 ( 0: ,

0 : ; r
)时

,

}(F )z 卜 M (
r ,

月 [
v
(

r
) ]
一 ’ / ’ 6 : M (

r ,

刀为爪
z
)在 }

z
}=

r上的最大模 : v
(

r
)

为只 z) 的中心指标
,

0提 0 2一 0 , = 0 < 2“

因为B ()z 为超越整函数
.

故存在
: 。
双 o一 s, 台+ 。

;)r
,

zI }砖D ()r
,

使得 }B( z) 卜 M {双B一 。 ,

。

+ 。 ; r
)

,

B } > 诊
.

对 ( 5 ) 式取两次对数得

lo g l o g M {双a一 。 ,

0 + 。 : r
)

,

B }成 10 9 + 10 9 +
}A (

z
) }+ 10 9 十

10 9 十
}A

`

(
z ) }+ 10 9 十

10 9 + v
(

r )+ O ( l )
,

r
诱D (

r
)

据引理 4
,

引理 2 及文献 〔6 〕 中的定理 1
.

11 易推出

风)B < 风)A

这矛盾于题设
。

说明双人句 = co

( b) 假设 双人句 < co
,

由引理 1有

矛 = 一A A
`

/ A 十4 B + l/ 尸十2尸 / 厂代尸 / 乃
2

据引理 3 知
,

当冈砖风日0[
,

11时
,

有

「A
`

(z) / (A lz) l< 月朋
其中 oE 为测度为有穷的

;
值集

.

于是
,

当!川砖 oE U 0[
,

l] 时
,

有

}A (幻1
2 簇 0 {卜!州

)
}A (z )卜 !B (z) 卜 1 / }只 z) }

2 + }F’, / lr + 2 }尸 /川
2

}

对上式应用 W i血 ia n一 V al i or n理论
,

类似于 ( a ) 的证明
,

平行地可推 出
,

对任意 的正数
。 > o

,

使当
: 。
双。一 气o + : ;r ) =c

卿
, ,

0 2 : r
)

,

1
2

1砖刀 (
r
)U E

。

U [o
,

l ]时
,

则当
r o co 时

,

有

IA ( )z }
2 簇 O { 1

2

}
试月 )

}A (
z
)卜 }B (

z
)】+

v
(

r
)

2 / r Z

}

因为通 (
z
)是超越的

,

故存在
z 。
双0一 。 ,

0 + 。 ; r
)

,

}
2

1诱刀 (
r
)U万

。

U [o
,

l ]
,

使得 }通 (
z
) l= 对{双a

一 气a + : ;r ), A } > e .

因此对上式取一次对数得

10 9材 {双 a一 。 ,

0 + 。 ;r )
,

注}蕊 10 9
十

IB (
z
) I+ 10 9 十 v

(
r )+ p (滋 ) 10 9 + r + o (一)

对上式再取一次对数得

lo g l o g M {以0一 气0 + 。 :r )
,

A }提 10 9
十

10 9 十

}B (
z ) }+ 10 9 + 10 9 + v ( r ) + . 0 9 +

10 9 + r + O ( l )

类似地
,

由上式可推得

P ( A ) < P (B)

这矛盾于题设
.

说明刃 i动 = co
。

定理 1证明完毕
。

3 定理 2 的证明

若 风)A < 风B)
,

则 ( l) 的任一非平凡解 人)z 都是无穷级 的
。

事实上
,

若不然
,

假设

p了 ) < co
,

由 ( l ) 式知

B = 一刁
·

f’ / 厂了
,’

/ f
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应用 N
e
va 川 in an 理论于上式得

m (
r ,

B) < m (
r ,

A )+ O ( lo g r )

因此 T (
r ,

劝 < 八
r ,

A )+ 口( lo g )r

由此可推出风)A < 风 )B 矛盾
.

现在考虑 风)A < 风)B
,

假设 P 沪 < co
,

则由 ( l) 式有

(A )z f’ / =f
se B ()z 一

”
/ f

对上式应用 W im an 一V ial or n 理论
,

类似于定理 la 的证明
,

容易推得

P ( A ) < P (B)

矛盾
,

说明 P 沪 = co
。

定理 2 证明完毕
.
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