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摘　要：针对观测值存在误差时，灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的白化方程系数矩阵同样包含误差，如果再使用最小
二乘方法进行求解，计算出的模型参数是有偏的，而路基沉降预测精度要求越来越高，对此，提出了一种

顾及系数矩阵误差结构的总体最小二乘新算法，该算法顾及系数矩阵误差及其特殊结构，考虑误差全面，

减少未知参数个数，预测精度高，可广泛用于路基沉降预测。
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提高预测精度需要对误差的来源进行分类并

加以改正。在数据处理方面，灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型未
知参数的求解常在最小二乘（ｌｅａｓｔｓｑｕｅｒｓ，ＬＳ）条件
下进行。事实上，当观测值包含误差时，由观测

值累加而形成的白化微分方程系数矩阵同样包含

误差，此时，灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的最小二乘解是有
偏的

［１］。路基沉降前期，沉降速率大，前期数据

预测拟合精度对最终沉降预测值影响巨大。鉴于

此，本文提出了一种基于灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型总体最
小二乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）计算新方法。该方
法顾及系数矩阵误差及特殊结构，减少了未知参数

个数，并对初始预测值进行了最优求解。以贵广高

铁路基沉降预测为例，对路基沉降常用预测模型进

行预测精度对比分析，验证了本文新方法预测精度

高，可以广泛用于路基沉降预测。

１　估计方法
１１　灰色ＶｅｒｈｕｌｓｔＬＳ估计

灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型常用于具有饱和状态过程的

实际问题，其一阶白化非线性微分方程为
［２］

　ｄＸ（１）／ｄｔ＝－ａＸ（１）＋ｂ·（Ｘ（１））２。 （１）
令Ｃ＝［ａ ｂ］，Ｘ（１）表示路基观测值的一次累加，
Ｘ（０）（ｎ）表示第 ｎ次路基沉降观测值，方程求解为
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式中：Ａ为系数矩阵；Ｌ为观测向量。若观测值的
协因数阵为Ｑ，在最小二乘条件下可求出未知参数
ａ、ｂ的最优解：

　　　Ｃ＝（ＡＴＱ－１Ａ）－１ＡＴＱ－１Ｙ。 （３）
１２　灰色ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ估计

受外界环境、仪器因素、人为条件的影响，观

测数据 Ｘ（０）（ｋ）不可避免的会包含误差［３－４］，则由

Ｘ（０）（ｋ）经过一次累加并取平均值形成的系数矩阵Ａ
中同样包含误差。ＴＬＳ估计兼顾系数矩阵和观测向
量误差

［５］，因此常用于系数矩阵和观测向量同时包

含误差的方程求解。根据式（１）的灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ的变
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量误差模型（ｅｒｒｏｒｓｉｎｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）为［６］

　　　　Ｌ＋ＶＬ ＝（Ａ＋ＥＡ）Ｃ， （４）
式中：ＥＡ表示系数矩阵的改正数；ＶＬ表示观测向
量改正数，其随机模型为

　
ＶＬ
Ｖ[ ]
Ａ

＝
ＶＬ

ｖｅｃ（ＥＡ
[ ]） ～ [ ]００ σ２０

ＱＬ ０

０ Ｑ[ ]( )
Ａ

。（５）

其中，ｖｅｃ（·）表示拉直运算。需要注意：一般情况
下，常未考虑系数误差矩阵 ＥＡ中各误差分量之间
的相互关系，ＥＡ中未知参数的个数为２（ｎ－１）。

总体最小二乘算法的平差准则为

ｖｅｃ（ＥＡ）
Ｔ·ｖｅｃ（ＥＡ）＋ＶＬ

ＴＶＬ ＝ｍｉｎ。 （６）
１３　顾及系数矩阵结构灰色ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ估计
１３１　模型建立　ＴＬＳ估计在处理系数矩阵误差
具有独特的优势，但 ＴＬＳ估计会成倍增加未知参
数，这会导致模型的计算效率和稳定性降低

［７］。

已有实验表明，总体最小二乘估计还存在估值漂

移现象
［８］。系数矩阵 Ａ中第２列中的数是第１列

数的平方，当系数矩阵 Ａ的第１列改正数为 －ｖｉ
时，则第２列改正数为（２Ｘ（１）（ｉ）×ｖｉ＋ｖ

２
ｉ）。鉴于此，

本文提出了顾及系数矩阵 Ａ改正数变化规律的灰
色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ的ＴＬＳ算法，其中误差模型和随机模型
见式（４）、式（５），式（４）中ＥＡ和ＶＬ可以表示为
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根据系数矩阵误差特点，可令

　　　　　　　　ＶＡ ＝ＤＶａ， （８）
式中：ＶＡ∈Ｒ

２（ｎ－１）×１
为系数矩阵改正数；Ｖａ ＝［ｖ２，

ｖ３，…，ｖｎ］∈Ｒ
（ｎ－１）×１

为误差改正数；转换矩阵Ｄ＝
－Ｄ１
Ｄ[ ]
２

，其中，Ｄ１ ＝ｄｉａｇ（１，１，…，１）∈Ｒ
（ｎ－１）×（ｎ－１）；

Ｄ２ ＝ｄｉａｇ（２ｘ
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２ ＋ｖ２，２ｘ

（１）
３ ＋ｖ３，…，２ｘ

（１）
ｎ ＋ｖｎ）∈

Ｒ（ｎ－１）×（ｎ－１）。则顾及系数矩阵的ＴＬＳ估计准则为
　　　ＶＴＬＶＬ＋Ｖ

Ｔ
ａＶａ ＝ｍｉｎ。 （９）

将式（４）中的函数模型在初值Ｃ０、Ｖ０ａ处进行展

开，并令 Ｃ^＝Ｃ０＋ｃ，Ｖａ^＝Ｖ
０
ａ＋Δｖａ，其中 ｃ、Δｖａ表示

初值的改正数，则式（４）化简为［９］

ＶＬ ＝（Ａ＋ｖｅｃ
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（１０）

其中：ｖｅｃ－１（·）表示ｖｅｃ（·）的逆运算。可写成间接
平差形式
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式中：为矩阵的克罗内克积。进一步可以表示为
　　　　　Ｖ′＝Ｂ′Ｘ′－Ｌ′。 （１２）
根据最小二乘平差原理。未知参数的解为

　　　　Ｘ′＝（Ｂ′ＴＢ′）－１Ｂ′ＴＬ′。 （１３）
本文方案采用迭代方法对未知参数进行求取，

顾及系数矩阵结构的灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型总体最小二
乘具体步骤为：① 按一般总体最小二乘算法计算
求出未知参数初值 Ｃ０，系数矩阵改正数初值 Ｖ０ａ；
②根据系数矩阵的特殊结构，构造系数矩阵 Ｄ；
③ 根据式（１３）计算改正数ｃ和Δｖａ，并根据Ｃ

ｉ＋１＝
Ｃｉ＋ｃ，Ｖｉ＋１ａ ＝Ｖｉａ＋Δｖａ计算新的值；④ 重复步骤
②、③，直到相邻的两次参数值Ｘ′之差小于迭代限
差，迭代终止。

１３２　初始值优化　顾及系数矩阵结构灰色 Ｖｅｒ
ｈｕｌｓｔＴＬＳ估计可以计算出灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型白化
方程未知参数最佳估值 ａ、ｂ。在工程上，常直接令
白化方程解的初值为 ｘ（０）（１）。事实上，最优预测
曲线不一定经过ｘ（０）（１）点，并且第１期路基沉降
预测值对最终路基沉降预测值影响巨大。为提高

模型的预测精度，需要对初值进行优化。根据灰

色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型求解原理，设灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型白
化方程的解为

［１０］

Ｘ^（１）（ｋ＋１）＝ １
ｂ／ａ＋ｓｅａｋ

，ｋ＝１，２，…，ｎ－１。（１４）

根据最小二乘原理，预测值 Ｘ^（１）（ｋ）同原始值
Ｘ（１）（ｋ）的误差平方和最小，建立无约束条件平差
优化模型：
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根据极限定理，令 ｄＱ／ｄｓ＝０，即可得唯一驻

点：
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将ｓ的值代入式（１４）可以得到 Ｘ^（１）（ｋ），再通
过一次累减生成灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型预测值：

Ｘ^（０）（ｋ＋１）＝Ｘ^（１）（ｋ＋１）－Ｘ^（１）（ｋ）， （１７）
其中，ｋ＝１，２，…，ｎ－１。

２　工程实例比较分析

贵广高速铁路是 “十一五”规划的重点项目，

高速铁路建设需严格控制工后沉降，路基沉降观

测是确保高速铁路正常运营的重要部分。路基评

估要求在路基填筑完成或堆载预压后不少于３个
月的实际观测，并根据观测数据作多种回归曲线，

当曲线回归的相关系数不低于０９２时，预测方程
方可用于沉降预测

［２］。因此，如何提高预测精度

是沉降数据处理的重要内容。铺轨前６个月对路
基进行路基沉降观测，沉降数据取至路基沉降中

后期，每７天为１个周期。采用ＴｒｉｍｂｌｅＤｉＮｉ０３电
子水准仪按国家二等水准要求对沉降板进行沉降

观测，监测点位于路基中央。由于本段路基沉降

观测数据沉降变化基本相同，选具有代表性的监

测点Ａ进行沉降预测分析。沉降点 Ａ监测期为１
年，共获得了５２期观测数据，其沉降观测值和总
沉降量见图１。

图１　沉降点Ａ本期沉降观测值和总沉降量变化
Ｆｉｇ１　Ｓｅｄｉｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓａｎｄｔｏｔａｌｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ

ｃｈａｎｇｅｓｉｎｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔＰｏｉｎｔＡ

沉降点Ａ开始监测时下沉速率较快，后期趋于
稳定，具有饱和发展过程。受测量仪器、环境和人

为影响，观测数据中不可避免会存在误差
［７］，因

此，在路基沉降观测后期，观测值仍在不断波动。

观测数据存在误差，则由观测数据一次累加而形成

的白化非线性微分方程系数矩阵同样存在误差，此

时最小二乘解是有偏的，因此，如何建立一个更符

合客观实际的数学模型来求解路基下沉真实沉降

曲线就显得十分重要。为综合比较本文新算法的有

效性和可靠性，本文选用灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的 ＬＳ
估计，ＴＬＳ估计和顾及系数矩阵ＴＬＳ估计对Ａ点前
１２期数据进行建模，预测后４０期数据，并综合比
较各模型的拟合精度和预测精度。

２１　灰色ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型不同估计方法比较
使用前１２期数据进行建模时，若使用 ＬＳ估

计，式（１）中有２个未知数 ａ、ｂ；当使用 ＴＬＳ估计
方法，式（４）中共有２６个未知数；若使用顾及系数
矩阵的ＴＬＳ估计，式（１０）共有１４个未知参数。因
此，总体最小二乘估计会成倍增加未知参数个数，

若使用顾及系数矩阵的ＴＬＳ估计，将会减少未知方
程个数。上述３种不同估计的拟合精度见表１。

表１　不同估计方法拟合数据精度
　　 　 　　Ｔａｂｌｅ１　Ａｃｃｕｒａｃｙｏｆｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｄａｔａ ｍｍ

观测

周期

原始

数据

计算值

ＬＳ估计
ＴＬＳ
估计

顾及系

数矩阵

ＴＬＳ

残差

ＬＳ估计
ＴＬＳ
估计

顾及系

数矩阵

ＴＬＳ

１ １３８ １３８ １３８ １９０４ ０ ０ －０５２４
２ ３３１ ２４５７ ２４６９ ３３３２ ０８５３ ０８４１ －００２２
３ ５５１ ４１９３ ４２３２ ５５１９ １３１７ １２７８ －０００９
４ ８８８ ６７１１ ６７８９ ８４５３ ２１６９ ２０９１ ０４２７
５ １２２５ ９８５２ ９９６９ １１７５７ ２３９８ ２２８１ ０４９３
６ １５０７１３１０８１３２４１ １４８１９ １９６２ １８２９ ０２５１
７ １７０８１５８９６１６０１６ １７１８６ １１８４ １０６４ －０１０６
８ １８４８ １７９２ １８００７ １８７７ ０５６ ０４７３ －０２９
９ １９３８１９２１９１９２７２ １９７３２ ０１６１ ０１０８ －０３５２
１０ ２００３１９９８８２００１３ ２０３８２ ００４２ ００１７ －０３５２
１１ ２０７６２０４２１２０４２８ ２０７３５ ０３３９ ０３３２ ００２５
１２ ２１１０２０６５９２０６５４ ２０９４９ ０４４１ ０４４６ ０１５１

在灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型建模中常令预测初始值为
观测数据的第１个值，在本文中 ＬＳ估计、ＴＬＳ估
计未对初值进行改正。而顾及系数矩阵ＴＬＳ估计初
值是在残差平方和最小的条件下求出，可知，对初

值进行最优求解有利于提高整体的拟合精度。ＬＳ
估计、ＴＬＳ估计和顾及系数矩阵结构ＴＬＳ估计残差
平方和分别为１８８１９１、１６９３８０、１１３０１，残差
变化见图２，顾及系数矩阵结构 ＴＬＳ估计预测残差
围绕零点上下波动，残差较小。综合比较上述３种
估计方法的预测残差可知：在灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的
不同估计方法中，顾及系数矩阵结构ＴＬＳ估计拟合

２１４ 桂　林　理　工　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　　２０１９年



图２　灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型不同估计方法残差变化
Ｆｉｇ２　Ｒｅｓｉｄｕａｌｃｈａｎｇｅｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎＧｒａｙＶｅｒｈｕｌｓｔｍｏｄｅｌ

精度高于ＬＳ、ＴＬＳ估计。ＴＬＳ估计拟合精度高于ＬＳ
估计，说明灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型系数矩阵中包含误
差，对系数矩阵进行误差改正有利于提高拟合精

度。但ＴＬＳ估计和 ＬＳ估计拟合预测值基本相同，
表明观测值中所含噪声较少，系数矩阵改正量少。

而顾及系数矩阵结构 ＴＬＳ估计拟合精度高于 ＴＬＳ
估计，说明在观测方程数和顾及误差来源不变的

情况下，减少未知参数个数、进行初值优化有利

于提高拟合预测精度。

图３为３种不同估计方法预测值变化。可知，
灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的 ＬＳ估计、ＴＬＳ估计和顾及系
数矩阵结构的ＴＬＳ估计预测值在１５期后预测下沉
量基本趋于零，且预测精度都靠近真实数据。试验

表明，ＬＳ估计、ＴＬＳ和顾及系数矩阵结构的ＴＬＳ估
计都不会改变灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的含有饱和状态的

图３　灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型不同估计方法拟合数据
与预测数据变化

Ｆｉｇ３　ＧｒａｙＶｅｒｈｕｌｓｔｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃｔｄａｔａｇｒａｐｈｓｃｈａｎｇｅｉｎ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

性质，预测稳定、精度高。ＬＳ估计、ＴＬＳ估计和顾
及系数矩阵结构的 ＴＬＳ估计预测的最终沉降量分
别为２０９３５、２０９１３、２１１３６ｍｍ。顾及系数矩阵
结构的ＴＬＳ估计预测值最接近最终路基沉降量，表
明兼顾系数矩阵和观测向量误差、减少未知参数

个数、进行初值优化有利于提高预测精度。

２２　不同曲线拟合方法比较
为比较顾及系数矩阵结构灰色ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ估

计和常用预测模型ＧＭ（１，１）、双曲线模型［１１］
在高

铁路基沉降中的预测精度，本次试验仍选用沉降监

测Ａ点的前 １２期数据建立模型，然后预测后 ４０
期，预测值见图４。双曲线模型拟合精度和预测精
度最差，在预测后期仍以较大的增长速率增长，明

显不符合路基沉降规律，说明双曲线法的线性变化

受拟合数值的影响较大。ＧＭ（１，１）预测值虽然在
拟合期具有较高的拟合精度，但在预测后期仍以一

定速率增长，预测精度低。因此，ＧＭ（１，１）可以用
于短期路基沉降预测，但长期预测不可靠。ＧＭ（１，
１）和双曲线模型都没有将路基沉降具有饱和发展
过程纳入模型予以考虑，预测精度低。顾及系数矩

阵结构灰色 ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ估计具有灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模
型包含饱和发展过程的特性，并且在数据处理时考

虑多种误差的影响，同时又适当的减少了未知参

数，具有较高的预测精度。

图４　ＧＭ（１，１）、双曲线法和本文方法预测数值对比
Ｆｉｇ４　ＰｒｅｄｉｃｔｉｖｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｉｎＧＭ（１，１），

ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄ

３　结　论

本文提出的顾及系数矩阵结构的灰色 Ｖｅｒ
ｈｕｌｓｔＴＬＳ估计，并用新算法同灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型
ＬＳ估计、灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型 ＴＬＳ估计、ＧＭ（１，１）、
双曲线法进行预测值比较，通过各模型精度对比
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分析得出如下结论：

（１）路基沉降观测数据包含测量误差时，灰
色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型中白化微分方程的系数矩阵同样包
含误差，ＴＬＳ估计顾及系数矩阵和观测向量误差在
数据处理方面考虑误差较 ＬＳ估计全面，同时，预
测精度高于ＬＳ估计。

（２）ＴＬＳ估计会成倍地增加白化微分方程中
的未知参数，这不仅会增加计算量，还会降低模型

的稳定性。灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型系数矩阵的误差分布
具有一定的规律，运用顾及系数矩阵结构灰色

ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ估计方法，可以有效减少未知参数，
提高预测精度。

（３）若直接令灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型预测初值为
观测值时，会造成预测数据整体偏离真值，因此

预测初值应在残差平方和最小条件下求取。通过

将顾及系数矩阵结构灰色 ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ方法同 ＧＭ
（１，１）模型、双曲线法预测精度对比发现：双曲线
法和ＧＭ（１，１）模型都不包含饱和发展过程，不符
合高铁路基沉降变化趋势，ＧＭ（１，１）不适合作长
期预测；顾及系数矩阵结构灰色ＶｅｒｈｕｌｓｔＴＬＳ算法
线性变化符合路基沉降变化趋势，参数少，预测

精度高，能够快速准确的识别路基沉降真实曲线，

可以广泛应用于路基沉降预测。
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