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利用熵函数模型解算 ＧＰＳ高程异常
邓捷利，陈天伟，杨茜茜，郑旭东

（桂林理工大学 ａ广西空间信息与测绘重点实验室；ｂ测绘地理信息学院，广西 桂林　５４１００６）

摘　要：针对传统ＧＰＳ高程异常拟合方法在地形复杂的地区拟合时模型对样本依赖程度不充分，从而降低
了拟合精度的情况，通过最大熵原理分析模型系统对空间权重系数的依赖度，由相应模型解算得到的权系

数与点位关系相适应，将该方法应用于ＧＰＳ高程异常拟合。通过某区域 ＧＰＳ联测水准实例，用已知高程
异常与二次曲面法、多面函数法、加权均值法、最大熵法的拟合值比较，结果表明：在地形复杂的区域，

最大熵法有更好的表现。
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ＧＰＳ定位技术被广泛应用于测量工作之中，
ＧＰＳ测量获取的是大地高程，但工程中通用的高
程系统为正常高，可采用水准测量方法获得。大

地高与正常高之间存在差值，称为高程异常，即

Ｈ＝ｈ＋ξ，其中，Ｈ表示大地高，ｈ为正常高，ξ为高
程异常。若能获取某点的高程异常就能将该点的

ＧＰＳ高程应用于工程之中，所以确定高程异常在
实际工程应用中尤为重要。

获取高程异常有多种方法，其中一种是在进

行 ＧＰＳ测量的同时，再对部分点进行水准测量，
就可得知这部分点的高程异常，通过这些已知高

程异常的点，就能插值或拟合出测区内其他点的

高程异常
［１］。不同拟合方法适用条件不同，控制

点呈直线排列的情形时（如公路、铁路等），使用

曲线拟合方法；当控制点呈面状分布且高程异常

变化不明显才适合使用平面拟合；地形复杂则使

用曲面拟合；还有一些常用拟合模型，加权平均

值法（多用于山区地形）、曲面样条法、神经网络

法等
［２］，本文主要讨论通过加权均值法给出权系

数初值再使用最大熵法插值。

待定点所使用的已知点是离散的、随机的，

所以插值得到高程异常变量也有着同样的性质。

为使插值模型使用的数据充分离散，让模型更稳

健，使用最大熵法。依据最大熵原理
［３］，当系统

熵值最大，模型误差将会最小。

１　加权均值法原理

加权均值法是先对已知值进行定权，然后通

过加权平均来求得期望值：

　　　ξ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ·ｐｉ／∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ。 （１）

式中，ξ为待定点的高程异常；ξｉ为已知点的高程异
常；ｐｉ为已知点的权系数。ｐｉ的确定方法有多种，其
中一种方法是通过已知点和未知点之间距离的函数

来确定，如反距离权、高斯距离权等
［４］。反距离加权

中ｐｉ有两种确定方法：由参考点距离待定点的距离
的平方确定ｐｉ＝１／ｄ

２
ｉ或者ｐｉ＝（Ｒ－ｄｉ）

２／ｄ２ｉ（Ｒ为最
大搜索半径）。

该插值方法的核函数是具有地理意义的，表
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达了点间距对高程异常插值的影响。核函数具有

地理意义的还有克里金法、杨赤中法、分形插值

等，这些插值方法的权系数也适合作为最大熵法

的权系数初值。

２　最大熵原理

最大熵理论的数学模型为

　
ｍａｘＳ［ｐ］＝－ １ｌｎ２∑
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ｉ＝１
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其中：Ｓ［ｐ］为系统的熵值；ｐｉ为该方法求得的权系
数，ｐｉ≥０；ｇｊ表示各阶统计矩函数；Ｅ（ｇｊ）表示统
计矩的期望；ｉ＝１，２，…ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ。

对于待定点而言，联测点（已知高程异常）的

分布是离散的、随机的，为了能反映出空间属性，

则该最大熵模型的约束条件应该包括待定点高程

异常点的数学期望值、方差。

模型系统的熵值：

　Ｓ［ｐ］＝－（ｐ１ｌｎｐ１＋ｐ２ｌｎｐ２＋… ＋ｐｎｌｎｐｎ）／ｌｎ２；
（３）

约束条件为
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以上约束条件从上到下分别为 ０、１、２阶矩
约束。Ｅ１＝Ｅ（ξ）是高程异常的期望值，因为随机
变量的原点矩等于相应的样本矩

［５］，可由加权均

值法算得。Ｅ２可以通过高程异常样本值和Ｅ１按计
算方差估值的公式算得，此式即为二阶矩约束条

件。本文的目的是在约束条件下使得系统的熵值

Ｓ［ｐ］趋向于最大，使得模型最大程度地依赖样
本，则模型更稳健。

待定点的高程异常值ξ的估计量为

　　　　ξ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ·ｐｉ。 （５）

３　解算方法

最大熵模型是个附有限制条件的极值问题，由

于该函数是非凸函数，难以使用拉格朗日乘数法求

解，多用数值分析进行求解。因为传统的优化算法

存在一些缺点，对于某些目标函数不易求得最优解。

遗传算法是一种新兴算法，该算法解算快并

且可以求出全局最优解。经过多年的研究，该方

法因其多种优点得到了广泛的认同。遗传算法

（ＧＡ）借鉴遗传学中自然选择进化过程来求解答
案，该方法大致可以分为４个步骤：编码、初始
群体的生成、适应度价值评估检查、操作算子

［６］。

下文具体论述初始群体生成中的初值确定和适应

度价值评估检查中如何处理约束的问题。

３１　初值的确定
遗传算法的寻优性能会受到初值设置的影响，

初值设置十分重要。本文熵函数待求值 ｐｉ是样本
点（已知点）的权系数，而插值的方法多种多样，

权系数的确定方法也复杂多样，基于上文加权均

值法的优点，采用加权均值法所得到的结果作为

一阶约束的样本矩，以反距离定权作为初值。

３２　约束处理
遗传算法通常解决无约束问题，而的最大熵

模型则包括了多个限制条件，因为没有限制条件

的最大熵是没有意义的
［７］。工程中常使用罚函数

法来处理约束问题。该方法是通过一个因子把目

标函数与约束条件链接成新的无约束的目标函数，

构造方法一般有两种：一种是采用加法形式

ｖａｌ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｃ（ｘ）；另一种是乘法形式 ｖａｌ（ｘ）
＝ｆ（ｘ）·ｃ（ｘ），其中ｃ（ｘ）是惩罚项。当解在非可
行域，就会进行惩戒，目标函数就会增大；当解

可行，惩罚值就低，目标函数就变小，通过迭代

使得目标函数最小，从而求出最优解。

４　实例分析

一般来说，地形平缓区域的建模精度要优于地

形复杂区域，故实例采用地形复杂的数据。本文实

验数据来源于黎剑
［８］
对区域 ＧＰＳ高程异常拟合及

建模方法的研究，对象为云南某地区，该地区为山

区地形，共２７个 ＧＰＳ水准联测点（大地高和正常
高已知），剔除３个点，将１６个点作为样本点，８
个点作为待定点。点分布如图１所示。

大地高和正常高相减可得到８个待定的高程
异常，记录在表１的第２列。参照文献 ［８］中使
用二次曲面拟合以及多面函数拟合得到的值记录

在表１的３、４列。通过第１节所描述的方法即可
得到某个待定点周围已知点的权系数，通过周围
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图１　２４个点点位分布图
Ｆｉｇ１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅ２４ｐｏｉｎｔｓ

已知点权系数以及高程异常即可获取该待定点高

程异常的插值。在搜索方式采用邻域搜索圆，搜

索点数为４个的条件下使用加权均值法，得到的
插值记录在表１第５列。

表１　高程异常以及４种方法的插值结果
Ｔａｂｌｅ１　Ｅｌｅｖａｔｉｏｎａｎｏｍａｌｉｅｓａｎｄｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

　　　　　　　　　　　ｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓ ｍ

点号 真值 二次曲面 多面函数 加权均值 最大熵法

４ ３１９７２ ３１８８６ ３１７９８ ３１９４１ ３１９２７
７ ３２３１２ ３２２８６ ３２２９２ ３２２２７ ３２２６９
１０ ３２６４９ ３２４３２ ３２５１９ ３２５５３ ３２５３３
１２ ３２０８８ ３２２０４ ３２１５１ ３２１２３ ３２１０５
１６ ３２２７８ ３２２７ ３２２９８ ３２２２８ ３２２５７
１８ ３２０２９ ３２１０９ ３２０３６ ３２０８５ ３２０８
２１ ３２４７２ ３２４３７ ３２４９４ ３２４５２ ３２４５８
２３ ３２１７２ ３２２０２ ３２２０４ ３２１６６ ３２１５３

在 Ｍａｔｌａｂ平台利用遗传算法函数进行编程，
对最大熵模型进行解算，对该模型的解算本质就

是附有限制条件的极值问题，因为函数本身性质，

只能通过数值分析的方法进行求解。解算大致分

为３个步骤：首先，将式（３）作为目标函数，将该
函数编制函数文件 ｓａｎｇｏｂｊｍ；然后，将式（４）的
约束条件编为罚函数文件ｓａｎｇｃｓｔｒｍ，其中边界约
束ｐｉ＞０在主程序中列出；最后，设置初值，如本
文第３节描述，使用加权均值法得到的权系数作
为种群初值。由以上步骤解算得各ｐｉ值为权系数。
通过以上最大熵法获得的权系数和对应已知点的

高程异常则可得到待定点的插值，结果见表１第６
列。通过真值和拟合值之差可以得到残差，使用

残差进行精度分析，结果见表２。

表２　各模型精度分析
　　　　　Ｔａｂｌｅ２　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅａｃｈｍｏｄｅｌ ｃｍ

二次曲面 多面函数 加权均值法 最大熵法

最大残差 ２１７ １７４ ９６ １１６

最小残差 ０８ ２ ０６ －１７

中误差 ９８ ８２ ５３ ４９

加权均值法与前两种方法对比得出：由于加

权均值法中反距离加权法的核函数具有地理意义，

更能反映地形变化对高程异常的影响，并使用搜

索半径进行分段拟合，所以加权均值法在地形较

为复杂的地区比起前两种方法拟合精度要更高一

些。加权均值法在７号点拟合表现差于前两种方
法，是因为７号点位于图幅边缘，该点并未被已
知点包围，已知点分布不均匀，所以导致插值精

度降低。１６号点因为该点附近的样本点高程异常
都比较相近，可推测出１６号附近的高程异常变化
不大，所以各种拟合方法差别不大。２１号点各拟
合方法精度也比较接近，与１６号点相似，该点周
围高程异常差变化不明显，且该点周围的４个已
知点接近对称分布，对该点的拟合如同对相近的

数值求均值，所以各种拟合方法差别很小。

对比加权均值法和最大熵法得出：使用最大

熵模型结合遗传算法得出的插值数据精度大多高

于加权均值法，虽然在最大残差、最小残差上最

大熵法并未表现出优越性，但最大熵法中误差较

低，比起加权均值法，其整体更接近真值，只有

在少部分点表现出较差的结果，如２３号点改进后
比改进前要差，因为该点附近的已知点分布不均

匀，多位于该点上方，该点的搜索范围下方缺少

已知点信息，由于对样本依赖程度较大，插值结

果偏向下方已知点的信息，精度反而变低。

５　结束语

当已知点分布较为均匀时，与核函数没有地

理意义的二次曲面拟合法以及多面函数法等相比，

采用加权平均值法，即使山区地形大地水准面变

化较大，也能较好地解决高程异常拟合问题。

最大熵法最大程度地排除了主观因素的影响，

让模型最大程度地依赖样本数据，使得模型更加

稳健。与加权平均值法相比，最大熵法拟合出的

数据整体上更为靠近真值，证明在地形复杂的区

域使用最大熵法进行拟合有着良好的表现。
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