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强混合随机变量序列的一个几乎处处中心极限定理

冯 凤 香

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：研究了强混合随机变量序列的几乎处处中心极限定理。利用子序列等方法，获得了强混合随机变
量序列几乎处处中心极限定理的一个较优结果。
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０　引　言

几乎处处中心极限定理（ＡＳＣＬＴ）最早是分别
由Ｂｒｏｓａｍｌｅｒ［１］和Ｓｃｈａｔｔｅ［２］独立提出并且开始研究
的，最基本结果是由文献［３］给出的。设 ｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ

≥１｝是ｉ．ｉ．ｄ．随机变量序列，且ＥＸ＝０，ＥＸ２ ＝１。
则ｘ∈Ｒ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｌｏｇｎ∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋＩ
Ｓｋ
槡ｋ
≤( )ｘ＝Φ（ｘ），ａｓ。

其中：Ｉ（·）为示性函数；Φ（ｘ）为标准正态分布函
数。

对于独立同分布随机变量序列的几乎处处中

心极限定理，前人已经作了很多研究。近年来很多

研究者感兴趣于混合随机变量序列的几乎中心极

限定理［４］。对于强混合随机变量序列：文献 ［５］
证明了在强混合和正相伴条件下的几乎处处中心

极限定理；文献 ［６］讨论了强混合序列部分和乘
积的几乎处处中心极限定理；文献 ［７］证明了一
个关于随机元序列的几乎处处中心极限定理的一

般结果，并得到强混合序列的一个几乎处处中心

极限定理：

设｛Ｘ，Ｘｎ，ｎ≥１｝是一中心化的实值平稳α混
合随机变量序列，且对某一ｒ＞２和常数β＞０，有
Ｅ｜Ｘｎ｜

ｒ＜∞和α（ｋ）≤ａｋ－β，其中ａ是一正常数，

β＞ ｒ
ｒ－２，那么对σ

２ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｏｖ（Ｘ０，Ｘｋ）＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｌｏｇｎ∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋＩ

Ｓｋ
σ槡ｋ

≤( )ｘ＝Φ（ｘ），ａｓ。
设Ｆ和Ｒ是（Ω，β，Ｐ）上的任意两个σ代数，令
α（Ｆ，Ｒ）＝ ｓｕｐ

Ａ∈Ｆ，Ｂ∈Ｒ
｜Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）｜，

又记α（ｎ）＝ｓｕｐ
ｋ∈Ｎ
α（Ｆｋ１，Ｆ∞ｋ＋ｎ），这里Ｆ

ｂ
ａ＝σ（Ｘｉ，ａ≤

ｉ≤ｂ）。如果ｌｉｍ
ｎ→∞
α（ｎ）＝０，则称｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是强混

合随机变量序列或α混合随机变量序列。
本文进一步讨论α混合（强混合）随机变量序

列的几乎处处中心极限定理，获得了 α混合随机
变量序列的几乎处处中心极限定理的更优结果。

１　主要结果及证明

定理　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是强平稳的强混合随机变量

序列，其混合系数满足α（ｎ）（ｌｏｇｎ）－１－δ，δ＞０，

记 Ｓｎ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ，σ

２
ｎ＝ｖａｒＳｎ，设ＥＸ１＝０，ＥＸ

２
１＝１，σ

２
ｎ

＝ｎｈ（ｎ），其中ｈ（ｎ）是缓变函数，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ σｎ
Ｅ｜Ｓｎ｜

≤ π／槡 ２，设 α∈ ［０，１），令 ｄｎ ＝
１
ｎｅｘｐ（（ｌｏｇ

ｎ）α），ＤＮ ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ｄｎ，则当α∈［０，１／２）和ｘ∈Ｒ有

ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
ＤＮ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｄｎＩ
Ｓｎ
σｎ
≤( )ｘ＝Φ（ｘ），ａｓ； （１）

当α∈［０，１）和ｘ∈Ｒ
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　　 ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
ＤＮ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｄｎＩ
Ｓｎ
σｎ
≤( )ｘ＝Ｐ Φ（ｘ）。 （２）

Φ（ｘ）为标准正态分布函数。
在这节中一律以Ｃ记与ｎ无关的正常数，“”

表示通常的大“Ｏ”。为证明定理，需要下列引理。
引理１　当α∈［０，１），Ｄｎ如定理给出，则存在某正
常数Ｃ，使得

　Ｄｎ ～Ｃ（ｌｏｇｎ）
１－αｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）。 （３）

证明　当α∈［０，１），定义
　　　Ｆ（ｘ）＝（ｌｏｇｘ）１－αｅｘｐ（（ｌｏｇｘ）α）；

　　　ｆ（ｘ）＝１ｘｅｘｐ（（ｌｏｇｘ）
α），

则 ｄｋ ～ｆ（ｋ）且由Ｄｎ→∞，ｎ→∞。又由ｅｘｐ（（ｌｏｇ

ｘ）α）是慢变化函数，所以ｆ（ｘ）＝１ｘｅｘｐ（（ｌｏｇｘ）
α）

单调递减且趋于零，从而有

Ｄｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ ＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）～∫

ｎ

１
ｆ（ｘ）ｄｘ。

另一方面

　Ｆ′（ｘ）＝ｅｘｐ（（ｌｏｇｘ）α） α
ｘ＋
１－α
ｘ （ｌｏｇｘ）

－( )α
＝αｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ），

其中

ｇ（ｘ）＝ｅｘｐ（（ｌｏｇｘ）α）１－α
ｘ （ｌｏｇｘ）

－( )α 。
显然 ｇ＝ｏ（ｆ），所以

Ｄｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）～∫

ｎ

１
ｆ（ｘ）ｄｘ～１

α∫
ｎ

１
Ｆ′（ｘ）ｄｘ～

　　　　Ｃ（ｌｏｇｎ）１－αｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）。
引理２　 （参见文献 ［８］，ｐ４１）在定理的条件
下，有

　Ｓｎ／σｎ→
ｄ
Ｎ（０，１），　ｎ→∞。 （４）

注：该引理２是由 Ｄｅｈｌｉｎｇ，Ｄｅｎｋｅｒ和 Ｐｈｉｌｉｐｐ
（１９８６）给出的中心极限定理，本文就是研究该中
心极限定理的相应几乎处处中心极限定理。

定理的证明　下面先证明式 （１）。
记Λ为有界连续的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数构成的集合，

ｆ∈Λ，式（１）等价于

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋｆ（Ｓｋ／σｋ）＝Ｅｆ（Ｎ），ａｓ，

又因为ｆ∈Λ，式（４）等价于
Ｅｆ（Ｓｎ／σｎ）→Ｅｆ（Ｎ），ａｓ，ｎ→∞。

所以为了证明式（１），只需要证明

　　 １
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋ（ｆ（Ｓｋ／σｋ）－Ｅｆ（Ｓｋ／σｋ））→０，

　　　　ａｓ，ｎ→∞。

记 ξｋ ＝ｆ（Ｓｋ／σｋ）－Ｅｆ（Ｓｋ／σｋ），Ｔｎ ＝
１
Ｄｎ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξｋ。

即要证Ｔｎ→
ａｓ
０，ｎ→∞。

对于 ｌ＞２ｋ，有

｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＝ ｃｏｖｆＳｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ
σ( )( )
ｌ

＝ ｃｏｖｆＳｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ
σ( )
ｌ

－ｆＳｌ－Ｓ２ｋ
σ( )( )
ｌ

＋

ｃｏｖｆＳｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ－Ｓ２ｋ
σ( )( )
ｌ

。

由强混合的协方差不等式（参见文献 ［７］，ｐ５）和
ｆ的有界性，有

ｃｏｖｆＳｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ－Ｓ２ｋ
σ( )( )
ｌ

α（ｋ）。

由于 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数的性质和 ｆ的有界性及
Ｊｅｎｓｅｎ不等式，有

　｜ｃｏｖｆＳｋ
σ( )
ｋ

，ｆＳｌ
σ( )
ｌ

－ｆＳｌ－Ｓ２ｋ
σ( )( )
ｌ

｜Ｅ｜Ｓ２ｋ｜
σ( )
ｌ

。

当ｈ（ｋ）是缓变函数，由缓变函数的性质，ε＞０，
ｋεｈ（ｋ）是拟单调上升的，即当 ｌ＞ ２ｋ，有
（２ｋ）εｈ（２ｋ）≤ｌεｈ（ｌ），ｈ（２ｋ）≤（１／２ｋ）εｈ（ｌ）。

又根据 σｎ的表达式，所以０＜ε＜１／２，有

Ｅ｜Ｓ２ｋ｜
σ( )
ｌ

≤
（Ｅ（Ｓ２ｋ）

２）１／２

σｌ
＝
（σ２２ｋ）

１／２

（σ２ｌ）
１／２

　 ＝ ２ｋ·ｈ（２ｋ）
ｌ·ｈ（ｌ( )）

１／２

≤ ２ｋ( )ｌ
１／２

· （ｌ／２ｋ）εｈ（ｌ）
ｈ（ｌ( )）

１／２

　 ｋ( )ｌ
１／２－ε

＝ ｋ( )ｌ
ｒ

，０＜ｒ＜１／２。

从而有

｜Ｅ（ξｋξｌ）｜（ｋ／ｌ）
ｒ＋α（ｋ），０＜ｒ＜１／２，ｌ＞２ｋ。

Ｅ∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋξ( )ｋ

２ ∑
１≤ｋ≤ｌ≤ｎ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜

＝ ∑
１≤ｋ≤ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ≥（ｌｏｇＤｎ）

２／ｒ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＋

　　　 ∑
１≤ｋ≤ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ＜（ｌｏｇＤｎ）

２／ｒ

ｄｋｄｌ｜Ｅ（ξｋξｌ）｜＝Ｔｎ，１＋Ｔｎ，２。

Ｔｎ，１ ∑
１≤ｋ≤ｌ≤ｎ，ｌ／ｋ≥（ｌｏｇＤｎ）

２／ｒ

ｄｋｄｌ·
１

（ｌ／ｋ）ｒ
＋α（ｋ( )）

≤∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ∑

ｎ

ｌ＝１
ｄｌ·

１
（（ｌｏｇＤｎ）

２／ｒ）ｒ
＋

　∑
ｎ

ｋ＝１

１
ｋｅｘｐ（（ｌｏｇｋ）

α）α（ｋ）∑
ｎ

ｌ＝１
ｄｌ

≤
Ｄ２ｎ

（ｌｏｇＤｎ）
２＋Ｄｎｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）

α）∑
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ

１
（ｌｏｇｋ）１＋δ


Ｄ２ｎ

（ｌｏｇＤｎ）
２＋Ｄｎｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）

α）·
１

（ｌｏｇｎ）δ
。
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因为 ｄｌ＝
１
ｌｅｘｐ（（ｌｏｇｌ）

α）～ｌｏｇｌ＋１ｌｅｘｐ（（ｌｏｇｌ）
α），

所以

Ｔｎ，２ｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）∑
ｎ

ｋ＝１
ｄｋ ∑
ｋ≤ｌ＜ｋ（ｌｏｇＤｎ）

２／ｒ

（ｌｏｇ（ｌ＋１）－ｌｏｇｌ）

　ｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）·Ｄｎ·ｌｏｇｌｏｇＤｎ。
由式（３）得 ｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）～Ｄｎ（ｌｏｇｎ）α

－１及 ｌｏｇＤｎ
～ｌｏｇｌｏｇｎ＋（ｌｏｇｎ）α，则
ｌｏｇＤｎ～（ｌｏｇｎ）α，ｅｘｐ（（ｌｏｇｎ）α）～Ｄｎ（ｌｏｇｎ）α

－１～
Ｄｎ（ｌｏｇＤｎ）

（α－１）／α，从而有

　　Ｔｎ，１
Ｄ２ｎ

（ｌｏｇＤｎ）
２＋

Ｄ２ｎ
（ｌｏｇＤｎ）

（１－α）／α＋δ／α，

　　Ｔｎ，２（Ｄｎ）
２（ｌｏｇＤｎ）

（α－１）／α·ｌｏｇｌｏｇＤｎ。
因此，当α∈［０，１／２）时，（１－α）／α＞１，ε＞０有

　∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（｜Ｔｎ｜＞ε）∑

∞

ｎ＝１
ＥＴ２ｎ

１
Ｄ２ｎ
∑
∞

ｎ＝１
Ｅ（∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξｋ）

２

　 １
Ｄ２ｎ
∑
∞

ｎ＝１

Ｄ２ｎ
（ｌｏｇＤｎ）

２＋
Ｄ２ｎ

（ｌｏｇＤｎ）
（１－α）／α＋δ／α＋

Ｄ２ｎｌｏｇｌｏｇＤｎ
（ｌｏｇＤｎ）

（１－α）／( )α
　 ＝∑

∞

ｎ＝１

１
（ｌｏｇＤｎ）

２＋
１

（ｌｏｇＤｎ）
（１－α）／α＋δ／α＋

ｌｏｇｌｏｇＤｎ
（ｌｏｇＤｎ）

（１－α）／( )α
　∑

∞

ｎ＝１

１
ｌｏｇＤｎ·（ｌｏｇｌｏｇＤｎ）

２。

下面用子序列法证明 Ｔｎ→
ａ．ｓ．０，ｎ→ ∞。先证明

ａ＞１，存在子列｛ｎｋ｝，使得Ｄｎｋ ～ａ
ｋ，ｋ→∞。

取 ｎｋ ＝ｉｎｆ｛ｎ，Ｄｎ≥ａ
ｋ｝，则 Ｄｎｋ≥ａ

ｋ，Ｄｎｋ－１ ＜ａ
ｋ。

又根据ｄｎ，Ｄｎ的表达式，显然有 ｌｉｍｎ→∞ｄｎ／Ｄｎ ＝０，

所以
Ｄｎ－１
Ｄｎ
＝１－

ｄｎ
Ｄｎ
→１，ｎ→∞。

故 １≤
Ｄｎｋ
ａｋ
＝
Ｄｎｋ
Ｄｎｋ－１
·
Ｄｎｋ－１
ａｋ
＜
Ｄｎｋ
Ｄｎｋ－１

→１，ｋ→∞，

所以 Ｄｎｋ ～ａ
ｋ，ｋ→∞。

∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（｜Ｔｎｋ｜＞ε）∑

∞

ｎ＝１

１
ｌｏｇＤｎｋ·（ｌｏｇｌｏｇＤｎｋ）

２

∑
∞

ｎ＝１

１
ｋ（ｌｏｇｋ）２

＜∞。

由 ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理知 Ｔｎｋ→
ａ．ｓ．０，ｎ→ ∞。即

１
Ｄｎｋ
｜∑

ｎｋ

ｋ＝１
ｄｋξｋ｜→

ａ．ｓ．０，ｋ→∞。

ｎ存在 ｋ，使 ｎｋ≤ｎ＜ｎｋ＋１，

　｜Ｔｎ｜＝
１
Ｄｎ
｜∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξｋ｜≤

１
Ｄｎｋ
｜∑

ｎｋ

ｋ＝１
ｄｋξｋ｜＋

　 １
Ｄｎｋ
｜∑

ｎｋ＋１

ｋ＝ｎｋ＋１
ｄｋξｋ｜≤｜Ｔｎｋ｜＋

２Ｃ
Ｄｎｋ
（Ｄｎｋ＋１ －Ｄｎｋ）

　 ＝｜Ｔｎｋ｜＋２Ｃ
Ｄｎｋ＋１
Ｄｎｋ
－( )１→ａ．ｓ．２Ｃ（ａ－１），ｎ→∞。

令 ａ→１，则有Ｔｎ→
ａ．ｓ．０，ｎ→∞。因而 式（１）成立。

最后证明式 （２）成立。由前面的证明可知，

　　Ｐ（｜Ｔｎ｜＞ε）ＥＴ
２
ｎ

１
Ｄ２ｎ
Ｅ∑

ｎ

ｋ＝１
ｄｋξ( )ｋ

２

　　 １
（ｌｏｇＤｎ）

２＋
１

（ｌｏｇＤｎ）
（１－α）／α＋δ／α＋

　　　
ｌｏｇｌｏｇＤｎ

（ｌｏｇＤｎ）
（１－α）／α→０，ｎ→∞。

即 Ｔｎ→
Ｐ ０，ｎ→∞。

故式（２）成立。
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