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含权二部图复杂动力网模型及权值识别

邓光明，罗付岩

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：提出了一类含权的二部图复杂动力网络模型，运用自适应反馈控制技术，通过构造驱动响应
结构的同步网络，给出了网络权值识别的一般方法。应用ＬａＳａｌｌｅ不变集原理从理论上证明了结论，并
以混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统和Ｌü系统为例进行数值仿真，结果验证了所给方法的有效性。
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２０世纪末，国际上两项开创性研究掀起了复
杂网络的研究热潮：一是１９９８年 Ｗａｔｔｓ和 Ｓｔｒｏｇａｔｚ
在 Ｎａｔｕｒｅ杂志上发表文章提出小世界 （ｓｍａｌｌ
ｗｏｒｌｄ）网络模型［１］；二是 １９９９年 Ｂａｒａｂａｓｉ和 Ａｌ
ｂｅｒｔ在Ｓｃｉｅｎｃｅ上发表文章指出许多现实复杂网络
具有无尺度特性［２］，从此，复杂网络由于其应用

背景广泛而迅速成为许多领域的研究热点。近年

来，复杂动力网络的研究也受到不同学科的广泛

关注，并取得了重要进展［３－９］。迄今，已有不少

文献研究了复杂动力网络的控制和同步问题，多

数文献都是针对一些具有典型拓扑结构的网络模

型如ＷＳ网络模型、ＢＡ网络模型、环状或链状网
络模型等［６－１１］。结果表明，网络的拓扑结构直接

影响网络的同步能力。由于许多现实网络的拓扑

结构是不确定的甚至是未知的，因此，网络拓扑

结构的研究对于网络的控制和同步研究具有十分

重要意义。特别是针对一些具有特殊结构的网络，

如何利用网络自身的结构特点设计出更有效的控

制方法去识别网络的拓扑量是非常必要的。

二部图是指由两类不同顶点和连接两类不同

顶点之间的连边构成的图，现实中许多自然和社

会关系网络都是二部图，例如２个社团之间的双
边关系、捕食与被捕食动物群体之间的关系、商

品与客户之间的关系等都可以用二部图表示，而

两类群体之间的相互作用及关系的强弱可以用含

权二部图表示。因此，二部图网络的拓扑结构及

其边权值的研究对于理解和定量分析各种自然和

社会的二部图网络中两类群体之间的合作竞争关

系和作用具有重要意义。本文提出了一类含权二

部图复杂动力网络的数学模型，运用自适应同步

技术和ＬａＳａｌｌｅ不变集原理，设计了网络的权值跟
踪器，通过监测同步网络状态变量的演化来实现

网络边权值识别。文章不仅给出了严格的理论证

明，数值仿真结果也验证了方法的有效性。由于

在方法设计上充分利用了二部图网络的结构特点，

因而与以往同类方法相比，大大减少了拓扑识别

所需要的跟踪器的个数，所需物理代价更小、更

易于实现。

１　二部图复杂动力网络模型

本文的二部图复杂动力网络由两类不同的顶

点构成，同一类顶点之间不产生任何连接，而在两

类不同顶点之间由线性耦合产生连接，代表两类

顶点间的双边关系。假设一类顶点的动力学方程

为ｘ
●

＝ｆ（ｘ）；另一类顶点动力学方程为ｙ
●

＝ｇ（ｙ），
其中ｘ，ｙ∈Ｒｎ是状态变量，ｆ，ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ是光滑的

　收稿日期：２００８－１２－２６
　基金项目：国家自然科学基金项目（７０７７１０８４）；广西自然科学基金项目（桂科基０９９１２４４）；广西教育厅科研项目（２００８０７ＭＳ０４３）
　作者简介：邓光明（１９６５—），男，副教授，研究方向：应用统计及复杂网络，ｄｇｍ＠ｇｌｉｔｅｅｄｕｃｎ。
　引文格式：邓光明，罗付岩．含权二部图复杂动力网模型及权值识别［Ｊ］．桂林理工大学学报，２０１０，３０（２）：３１２－３１５．



非线性函数。具体的网络模型描述如下

　
ｘ
●

ｉ＝ｆ（ｘｉ）＋∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊＡ（ｙｊ－ｘｉ），ｉ＝１，…，ｓ；

ｙ
●

ｊ＝ｇ（ｙｊ）＋∑
ｓ

ｉ＝１
ｐｉｊＡ（ｘｉ－ｙｊ），ｊ＝１，…，ｔ

{
。

（１）

其中ｓ，ｔ分别为两类顶点的个数，整个网络共由ｓ＋
ｔ个顶点构成。Ａ∈Ｒｎ×ｎ是常值矩阵，称为网络的内
部耦合矩阵。令Ｐ＝（ｐｉｊ）ｓ×ｔ为两类顶点间的耦合权
值矩阵，通常是不确定的或未知的。由方程（１）构成
的网络的外部耦合矩阵记为

Ｃ＝（ｃｉｊ）＝
Ｄ１ Ｐ

ＰＴ Ｄ[ ]
２

∈Ｒ（ｓ＋ｔ）×（ｓ＋ｔ），

其中：Ｄ１ ＝ｄｉａｇ（－∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ１ｊ，…，－∑

ｔ

ｊ＝１
ｐｓｊ）∈Ｒ

ｓ×ｓ，

　　Ｄ２ ＝ｄｉａｇ（－∑
ｓ

ｉ＝１
ｐｉ１，…，－∑

ｓ

ｉ＝１
ｐｉｔ）∈Ｒ

ｔ×ｔ。

上式表明，网络的外部耦合矩阵Ｃ为对称矩阵
且其行和与列和均为零。

本文的目标是设计适当的跟踪器，识别权值矩

阵Ｐ＝（ｐｉｊ）ｓ×ｔ的各元素ｐｉｊ的值。为此，先给出如下
假设：

假设１　设对于任意时变向量 ｘ，ｙ，分别存在
非负常数δｆ，δｇ使得下式成立：
　　‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖≤δｆ‖ｘ－ｙ‖，
　　‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖≤δｇ‖ｘ－ｙ‖。

本文中，‖·‖为向量的２－范数，即对于向量

ｘ有：‖ｘ‖ ＝ ｘＴ槡 ｘ。
由于混沌系统的有界性，容易验证，许多典型

的混沌和超混沌系统都满足假设１，如混沌 Ｌｏｒｅｎｚ
系统、Ｃｈｅｎ系统、Ｌü系统、超混沌Ｃｈｅｎ系统和超混
沌Ｌü系统等。

２　二部图复杂动力网络的权值识别

以系统 （１）为驱动系统，构造响应系统如下

ｘ^　
●　

ｉ＝ｆ（ｘ^
　

ｉ）＋∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ^　ｉｊＡ（ｙ^

　

ｊ－ｘ^
　

ｉ）＋ｕｉ，ｉ＝１，…，ｓ；

ｙ^　
●　

ｊ＝ｇ（ｙ^
　

ｊ）＋∑
ｓ

ｉ＝１
ｐ^　ｉｊＡ（ｘ^

　

ｉ－ｙ^
　

ｊ）＋ｕｓ＋ｊ，ｊ＝１，…，ｔ
{

。

（２）

其中，ｘ^　ｉ，ｙ^
　

ｊ为响应系统的状态变量，ｕｉ（ｉ＝１，…，ｓ
＋ｔ）为待设计的自适应反馈控制器。响应系统（２）
与驱动系统（１）的同步误差定义为：ｅｉ＝ｘ^

　

ｉ－ｘｉ（ｉ

＝１，２，…，ｓ），ｅｓ＋ｊ＝ｙ^
　

ｊ－ｙｊ（ｊ＝１，２，…，ｔ），并记ｅ

＝（ｅＴ１，…，ｅ
Ｔ
ｓ，ｅ

Ｔ
ｓ＋１，…，ｅ

Ｔ
ｓ＋ｔ）

Ｔ。

由网络动力学方程（１）和（２），可得误差系统
的动力学方程为

　ｅ
●

ｉ＝ｆ（ｘ^
　

ｉ）－ｆ（ｘｉ）＋∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ^　ｉｊＡ（ｙ^

　

ｊ－ｘ^
　

ｉ）－

　　　∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊＡ（ｙｊ－ｘｉ）＋ｕｉ，ｉ＝１，２，…，ｓ；

　ｅ
●

ｓ＋ｊ＝ｇ（ｙ^
　

ｊ）－ｇ（ｙｊ）＋∑
ｓ

ｉ＝１
ｐ^　ｉｊＡ（ｘ^

　

ｉ－ｙ^
　

ｊ）－

　　　∑
ｓ

ｉ＝１
ｐｉｊＡ（ｘｉ－ｙｊ）＋ｕｓ＋ｊ，ｊ＝１，２，…，ｔ。

令 ｐ～ｉｊ＝ｐ^
　

ｉｊ－ｐｉｊ，则上式可写为

　

ｅ
●

ｉ＝ｆ（ｘ^
　

ｉ）－ｆ（ｘｉ）＋∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ～ｉｊＡ（ｙ^

　

ｊ－ｘ^
　

ｉ）＋

　　∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋ｕｉ；

ｅ
●

ｓ＋ｊ＝ｇ（ｙ^
　

ｊ）－ｇ（ｙｊ）＋∑
ｓ

ｉ＝１
ｐ～ｉｊＡ（ｘ^

　

ｉ－ｙ^
　

ｊ）＋

　　∑
ｓ

ｉ＝１
ｐｉｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）＋ｕｓ＋ｊ















。

（３）

定理１　设假设１对网络 （１）和 （２）成立。
分别取控制器和自适应律如下：

ｕｉ＝－ｋｉｅｉ，ｋ
●

ｉ＝‖ｅｉ‖
２，ｉ＝１，２，…，ｓ＋ｔ； （４）

ｐ^　
●　

ｉｊ＝（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）
ＴＡ（ｙ^　ｊ－ｘ^

　

ｉ），ｉ＝１，２，…，ｓ，
　 　ｊ＝１，２，…，ｔ。 （５）
则有：ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ＝０，且ｌｉｍ

ｔ→∞
ｐ～ｉｊ＝０，即网络（１）与（２）同

步，且有 ｐ^　ｉｊ→ｐｉｊ。
证明　构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数如下

Ｖ＝１２∑
ｓ＋ｔ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋

１
２∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ～２ｉｊ＋

１
２∑

ｓ＋ｔ

ｉ＝１
（ｋｉ－ｋ）

２，

其中ｋ＞０为待定常数，则Ｖ沿系统（３）、（４）和（５）
的轨道对ｔ的导数为

Ｖ
●

＝∑
ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｅ

●

ｉ＋∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｅ

●
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ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ
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ｐ～ｉｊｐ^

　

●　

ｉｊ＋

∑
ｓ＋ｔ
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（ｋｉ－ｋ）ｋ

●
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ｓ

ｉ＝１
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∑
ｓ
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∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｉｐ
～
ｉｊＡ（ｙ^

　

ｊ－ｘ^
　

ｉ）＋∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｉｐｉｊＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋

∑
ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｕｉ＋∑

ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊ［ｇ（ｙ^

　

ｊ）－ｇ（ｙｊ）］＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｐ

～
ｉｊＡ（ｘ^

　

ｉ－ｙ^
　

ｊ）＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｐｉｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）＋∑

ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｕｓ＋ｊ＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ～ｉｊｐ^

　

●　

ｉｊ＋∑
ｓ＋ｔ

ｉ＝１
（ｋｉ－ｋ）ｅ

Ｔ
ｉｅｉ
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≤δｆ∑
ｓ

ｉ＝１
‖ｅｉ‖

２＋δｇ∑
ｔ

ｊ＝１
‖ｅｓ＋ｊ‖

２＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐ～ｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉＡ（ｙ^

　

ｊ－ｘ^
　

ｉ）＋ｅ
Ｔ
ｓ＋ｊＡ（ｘ^

　

ｉ－ｙ^
　

ｊ）＋ｐ^
　

●　

ｉｊ］＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋ｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）］＋

∑
ｓ＋ｔ

ｉ＝１
ｅＴｉｕｉ＋∑

ｓ＋ｔ

ｉ＝１
（ｋｉ－ｋ）ｅ

Ｔ
ｉｅｉ

＝δｆ∑
ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋δｇ∑

ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｅｓ＋ｊ＋

∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋

ｅＴｓ＋ｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）］－ｋ∑
ｓ＋ｔ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｊ。

因为∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋ｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）］

　 ＝∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｉＡｅｓ＋ｊ－∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｉＡｅｉ＋

　∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡｅｉ－∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡｅｓ＋ｊ，

且有　∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｉＡｅｉ

　 ＝∑
ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉ（∑

ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊ）Ａｅｉ＝－∑

ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｃｉｉＡｅｉ，

　∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡｅｓ＋ｊ＝∑

ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊ（∑

ｓ

ｉ＝１
ｐｉｊ）Ａｅｓ＋ｊ

　 ＝－∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｃｓ＋ｊ，ｓ＋ｊＡｅｓ＋ｊ，

所以∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉＡ（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）＋ｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡ（ｅｉ－ｅｓ＋ｊ）］

＝∑
ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｉＡｅｓ＋ｊ＋∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
ｐｉｊｅ

Ｔ
ｓ＋ｊＡｅｉ＋∑

ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｃｉｉＡｅｉ＋

∑
ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｃｓ＋ｊ，ｓ＋ｊＡｅｓ＋ｊ

＝ｅＴ（ＣＡ）ｅｅＴＧｅ。

这里，Ｇ＝１２（（ＣＡ）
Ｔ＋ＣＡ），ＣＡ为矩阵

Ｃ与Ａ的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积。
从而有

Ｖ
●

≤δｆ∑
ｓ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋δｇ∑

ｔ

ｊ＝１
ｅＴｓ＋ｊｅｓ＋ｊ－ｋ∑

ｓ＋ｔ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋ｅ

ＴＧｅ

　 ≤λｍａｘ（Ｑ＋Ｇ）ｅ
Ｔｅ－ｋｅＴｅ＝｛λｍａｘ（Ｑ＋Ｇ）－ｋ｝ｅ

Ｔｅ。

其中 Ｑ＝
δｆＩｓｎ

δｇＩ
[ ]

ｔｎ

。取ｋ＝λｍａｘ（Ｑ＋Ｇ）＋１，则

有　Ｖ
●

≤－ｅＴｅ。
显然，Ｖ

●

＝０当且仅当ｅ＝０。令Ｅ＝｛Ｖ
●

＝０｝＝

｛ｅ＝０｝，记Ｐ
～
＝（ｐ^　ｉｊ－ｐｉｊ）ｓ×ｔ，ｋ＝（ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ＋ｔ）。

由动力学方程（３），Ｍ ＝｛ｅ＝０，Ｐ
～
＝０，ｋ＝ｋ０｝是

包含于Ｅ的一个最大不变集（ｋ０为常数向量），于
是，由ＬａＳａｌｌｅ不变集原理［１２］，方程（３）的从任意初
始点出发的轨道都渐近地收敛到集合 Ｍ，从而有：
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ＝０，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｐ～ｉｊ＝０，即 ｐ^

　

ｉｊ→ｐｉｊ。定理得证。

定理１表明，网络（１）与（２）在实现同步的同
时实现了参数的跟踪，ｐ^　

●　

ｉｊ＝（ｅｓ＋ｊ－ｅｉ）
ＴＡ（ｙ^　ｊ－ｘ^

　

ｉ）就

是权值 ｐｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｓ，ｊ＝１，２，…，ｔ）的跟踪器，

即 ｐ^　ｉｊ→ｐｉｊ。于是，通过对网络（１）和（２）的状态变量
的演化过程的监测，可以获得权值ｐｉｊ的识别。

３　数值仿真

下面对一个具体二部图网络进行数值仿真。

设网络的两类顶点动力系统分别为混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系
统和混沌Ｌü系统，分别含２个和３个顶点，整个
网络共由５个顶点构成。取网络的内部耦合矩阵Ａ

＝
１ ０ ０
０ ０ ０







０ ０ ０

，这表明网络的两类不同顶点间通过

各顶点动力系统的第一个状态变量线性耦合连接。

所给的二部图网络结构如图１所示。

图１　含权二部图网络结构示意图
Ｆｉｇ１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｉａｇｒａｍｏｆａｗｅｉｇｈｔｅｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｎｅｔｗｏｒｋ

混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统描述为［１３］

ｚ
●

＝ｆ（ｚ）＝

１０（ｚ２－ｚ１）

２８ｚ１－ｚ１ｚ３－ｚ２

ｚ１ｚ２－
８
３ｚ











３

。

混沌Ｌü系统描述为［１４］

ｚ
●

＝ｇ（ｚ）＝
３６（ｚ２－ｚ１）

－ｚ１ｚ３＋２０ｚ２
ｚ１ｚ２－３ｚ











３

。

在驱动网络（１）中，网络的外部耦合矩阵为

Ｃ＝

－３ ０ １ ２ ０
０ －４ －３ ３ ４
１ －３ ２ ０ ０
２ ３ ０ －５ ０
０ ４ ０ ０ －















４

，
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其中，Ｐ＝ １ ２ ０
－[ ]３ ３ ４

为两类顶点间连边的权值

矩阵，即各边权值分别为

　　ｐ１１ ＝１，ｐ１２ ＝２，ｐ１３ ＝０，ｐ２１ ＝－３，
　　ｐ２２ ＝３，ｐ２３ ＝４。

在响应系统（２）中按式（４）、（５）取控制器，分
别取初始值 ｘｉ（０） ＝（１５＋０５ｉ，２＋０５ｉ，
０５ｉ）（ｉ＝１，２）；ｙｊ（０）＝（－１５＋０５ｊ，１＋０５ｊ，

２５－０５ｊ）（ｊ＝１，２，３）；ｐ^　ｉｊ（０）＝１（ｉ＝１，２，ｊ＝
１，２，３）；ｋｉ（０）＝１（ｉ＝１，２，３，４，５）。图２是数值仿

真的结果，清楚展示了 ｐ^　ｉｊ→ ｐｉｊ（ｉ＝１，２，ｊ＝１，２，

３），即实现了 ｐ^　ｉｊ对权值ｐｉｊ的跟踪。

图２　权值跟踪器 ｐ^　ｉｊ的演化图
Ｆｉｇ２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｗｅｉｇｈｔｔｒａｃｋｅｒｓ

４　结　论

本文建立了一类含权二部图复杂动力网络模

型，并给出了其边权识别的一般方法。应用自适

应反馈技术，设计了网络的边权值跟踪器，通

过对同步网络状态变量演化时间序列识别原网络的

边权值。由于利用了网络自身的结构特点，所设计

的方法能以较少的控制器去实现网络的拓扑识别，

与以往同类方法相比，具有物理代价更小、更易

于实现的特点。本文的研究结果对于理解和定量

研究现实世界中大量自然和社会的二部图网络中

两个群体之间的关系和相互作用具有重要应用价

值。
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