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一个离散混沌系统的动力学性质

李　勇，贾　贞，王　俊，汪　贺
（桂林理工大学 理学院，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：讨论了立方混沌系统在不同参数下的动力学性质，并进行了严格的理论证明。分别用代数和
数值的方法分析了该系统由倍周期分岔通向混沌的过程，同时借助 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数证明了混沌的存在
性，并得到其临界值λ∞ ＝２３４８９１７５…。
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本文探究一个与虫口模型类似的一维离散动

力系统———立方混沌［１］的动力学性质，从理论方

面论证其混沌的产生与存在性，研究了其不动点

及周期轨道的稳定性，并用数值方法研究了其倍

周期分岔通向混沌的过程。与虫口模型等典型一

维离散混沌系统相比，立方混沌由于三次项的出

现有着更复杂的动力学性质。

１　立方混沌模型及预备知识

考虑一维离散系统的差分方程：

　　　　　　ｘｎ＋１ ＝λｘｎ－ｘ
３
ｎ， （１）

其中λ为常数。由于方程含有立方项，并且由此所
产生的离散动力系统蕴含有混沌，称此模型为立方

混沌［１］。其迭代函数为ｆλ（ｘ）＝λｘ－ｘ
３。显然它是一

个奇函数，定义域和值域都为 Ｒ。ｆλ（ｘ）的导数为
ｆλ′（ｘ）＝λ－３ｘ

２。

为了分析立方混沌的动力学性质，下面介绍

一些相关的预备知识［１－７］。

定义１　如果ｘ 满足ｆ（ｘ）＝ｘ，那么称ｘ

为ｆ（ｘ）的不动点。如果存在ε＞０，当｜ｘ－ｘ｜＜ε
时，有ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ　ｎ（ｘ）＝ｘ，则称 ｘ 是局部稳定的不动

点，否则就称ｘ 是不稳定的不动点。这里ｆ　ｎ（ｘ）为
点ｘ通过迭代函数ｆ（ｘ）经过ｎ次迭代的结果。

定义２　 对区间（ａ，ｂ）上的函数 ｆ（ｘ）的不动
点ｘ，如果任意取定 ｘ∈ （ａ，ｂ）均有ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ　ｎ（ｘ）＝

ｘ，那么称不动点ｘ 在（ａ，ｂ）上是稳定的。
定义３　设ｆ（ｘ）∈Ｃ∞（Ｒ），ｘ是ｆ（ｘ）的不动

点，若｜ｆ　′（ｘ）｜＜１，则称ｘ 为ｆ（ｘ）的吸引不动
点；若｜ｆ　′（ｘ）｜＞１，则称ｘ 是ｆ（ｘ）的排斥不动
点；当｜ｆ　′（ｘ）｜＝１时，称ｘ 是超稳定的不动点。

显然，吸引不动点是局部稳定的，这时 ｘ 附近
的点随着迭代次数的增加将越来越接近于ｘ；排斥
不动点是不稳定的，这时 ｘ 附近的点随着迭代次
数的增加将越来越远离 ｘ；而超稳定不动点 ｘ 可
能是稳定的，也可能是不稳定的，还可能是半稳定

的，即ｘ一侧的点在迭代下趋于ｘ，而另一侧的点
在迭代下远离ｘ，其进一步判断见以下引理。

引理１［３］　设ｘ为ｆ（ｘ）的不动点，且ｆ　′（ｘ）
＝１，则
（１）若ｆ　″（ｘ）≠０，则ｘｎ＋１＝ｆ（ｘｎ）是被不动点

吸引（或排斥）取决于ｘｎ ＞（或 ＜）ｘ；

（２）若ｆ　″（ｘ）＝０，则当ｆ　（ｘ）＜０时该不动
点是吸引的；当ｆ　（ｘ）＞０时该不动点是排斥的。

引理２［３］　当ｆ　′（ｘ，λ）＝－１时，系统轨迹
发生分岔。
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定义４　 设 ｘ 是函数 ｆ（ｘ）的 ｎ周期点，若
ｄ
ｄｘ

　ｆ　ｎ（ｘ） ＜１，则称 ｘ 为 ｆ（ｘ）的吸引周期点，

若 ｄ
ｄｘ

　ｆ　ｎ（ｘ） ＞１，则称 ｘ 为 ｆ（ｘ）的排斥周期

点。相应地称｛ｘ，ｆ（ｘ），…，ｆ　ｎ－１（ｘ）｝为稳定
（不稳定）周期轨。

定义５　在动力系统的多次迭代中平均每次迭
代所引起的指数分离中的指数称为Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

对于一维离散动力系统 ｘｎ＋１ ＝Ｆ（ｘｎ），其

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数σ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｌｎｄＦ（ｘ）

ｄｘ ｘ＝ｘｉ

。

如果σ＜０，表明相邻点终归要靠拢合并成一
点，这对应于稳定的不动点或周期点；如果 σ＞０，
则意味着运动轨道的局部不稳定，相邻点的轨道最

终按指数方式分离，如果轨道有整体的稳定因素

（例如有捕捉区域，耗散等），则在此作用下反复折

叠，形成混沌吸引子。因此，σ＞０可以作为混沌行
为的判据。σ由负变正表明运动向混沌机制的转变，
σ＝０对应分岔点。

２　立方混沌的不动点及其动力学性质

由不动点的定义，令ｆλ（ｘ
）＝ｘ，可得ｘ ＝０

或ｘ ＝± λ－槡 １。所以，当λ≤１时，系统（１）有唯
一的不动点ｘ ＝０；当λ＞１时，系统（１）有３个不

动点，即ｘ ＝０和ｘ ＝± λ－槡 １。容易证明，上述
不动点具有如下性质：

性质１　ｘ ＝０时，ｆ　′（ｘ）＝λ，当λ∈（－１，
１）时，｜ｆ　′（ｘ）｜＜１，ｘ ＝０为吸引不动点，此时
系统（１）为局部稳定的；λ∈（－∞，－１）∪（１，＋
∞）时，｜ｆ

　′（ｘ）｜＞１，ｘ ＝０为排斥不动点，此时
系统（１）为不稳定的。

性质２　ｘ ＝± λ－槡 １时，ｆ　′（ｘ）＝３－２λ，

当λ∈（１，２）时，｜ｆ
　′（ｘ）｜＜１，ｘ ＝± λ－槡 １为

吸引不动点，此时系统（１）为局部稳定的；λ∈ （２，

＋∞）时，｜ｆ
　′（ｘ）｜＞１，ｘ ＝± λ－槡 １为排斥不

动点，此时系统（１）为不稳定的。
下面详细分析当参数 λ在不同区间上取值时

立方混沌在不动点及其附近的动力学性质。

命题１　λ∈（－∞，－１］时，ｘ ＝０是唯一的
不动点，且为排斥不动点，其排斥域ｗｕ（０）＝（－∞，

０）∪（０，＋∞），系统（１）的任何非零初始值的轨道
都趋于∞。

证明：λ∈（－∞，－１）时，ｘ ＝０为排斥的不动
点（性质１）。现考虑当λ∈（－∞，－１］时，ｘｎ＋１＝λｘｎ
－ｘ３ｎ在ｘ０≠０时的向前轨道。因为ｘ０≠０且λ≤－１，
故ｘｎ≠０。令｜ｘｎ｜＝ｙｎ，－λ＝ａ，由｜ｘｎ＋１｜＝｜ｘｎ｜
｜λ－ｘ２ｎ｜有ｙｎ＋１ ＝ｙｎ（ｙ

２
ｎ＋ａ）＝ｙ

３
ｎ＋ａｙｎ。由于ｙｎ

＞０，且ａ≥１，所以ｙｎ＋１－ｙｎ＝ｙ
３
ｎ＋（ａ－１）ｙｎ＞０，

即ｙｎ＋１ ＞ｙｎ，｛ｙｎ｝是单调递增的。
下面证明当ｎ→∞时ｙｎ→＋∞。用反证法，假

设｛ｙｎ｝有上界，那么｛ｙｎ｝必有极限，设为ｂ。由ｌｉｍｎ→∞ｙｎ
＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ＋１ ＝ｂ，有ｂ（ｂ

２＋ａ－１）＝０。因为ｙｎ ＞０，

故ｂ≠０，而１－ａ＜０，所以ｂ２＋ａ－１＝０无解。从
而实数ｂ不存在，故｛ｙｎ｝无上界，当ｎ→＋∞ 时 ｙｎ
→＋∞，从而ｘｎ→∞。所以λ∈（－∞，－１］时，方
程（１）的任何非零初始值的轨道都趋于 ∞，且
ｗｕ（０）＝（－∞，０）∪（０，＋∞）。

命题２　λ∈（－１，１）时，ｘ ＝０是唯一的不
动点，且为吸引不动点，其吸引域 ｗｓ（０）＝（－

λ＋槡 １， λ＋槡 １）。
证明：当λ∈（－１，１）时，ｘ ＝０为吸引不动

点（性质１）。现考虑ｘｎ＋１ ＝λｘｎ－ｘ
３
ｎ在ｘ０≠０时的

向前轨道。为了证明方程（１）在吸引域上（－

λ＋槡 １， λ＋槡 １）的任何初始值ｘ０≠０的轨道都

趋于０，先证明｛｜ｘｎ｜｝是单调递减的。考虑
｜ｘ１｜
｜ｘ０｜

＝｜λ－ｘ２０｜，当｜λ－ｘ
２
０｜＜１时有｜ｘ１｜＜｜ｘ０｜，此

时 － λ＋槡 １＜ｘ０＜ λ＋槡 １且｜ｘ１｜＜ λ＋槡 １，ｘ１
≠０。同理由｜λ－ｘ２１｜＜１有｜ｘ２｜＜｜ｘ１｜。依此类
推有｜ｘｎ＋１｜＜｜ｘｎ｜。由于｛｜ｘｎ｜｝单调递减，且有下
界，故当ｎ→＋∞时｛｜ｘｎ｜｝极限存在，设为ｂ，则有
ｂ＝λｂ－ｂ３，即ｂ２（ｂ２－λ＋１）＝０。显然ｂ２≠λ－
１，故有ｂ＝０，从而当ｎ→＋∞时ｘｎ→０，证毕。

由引理２可知，系统（１）在 λ＝－１出现了分
岔。事实上，当λ＝－１时，ｘ ＝０由排斥不动点变
为吸引不动点，这种分岔叫做交换分岔［１］。

命题３　λ＝１时，ｘ ＝０是唯一的不动点，且

为吸引不动点，其吸引域ｗｓ（０）＝（－槡２，槡２）。
证明：当λ＝１时，在ｘ ＝０处有ｆ

　′（０）＝１。
又ｆ　″（０）＝０，ｆ　（０）＝－６＜１，由引理１可知，ｘ ＝
０是吸引不动点。
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当ｘ０∈（－槡２，槡２）且ｘ０≠０，±１时，考虑
｜ｘ１｜＝｜ｘ０｜｜１－ｘ

２
０｜。因为ｘ

２
０ ＜２且ｘ

２
０≠０，１，即

０＜｜１－ｘ２０｜＜１，故｜ｘ１｜＜｜ｘ０｜，且０＜｜ｘ１｜＜

槡２，同理，当ｘ
２
１≠０时有｜ｘ２｜＜｜ｘ１｜，依此类推，可

知｛｜ｘｎ｜｝是单调递减的且有下界，故ｌｉｍｎ→∞ｘｎ＝０（见

命题２的证明）。当ｘｎ ＝０，±１时，ｘｎ＋１＝０（ｎ＝０，

１，２…），故 ｘ０∈ （－槡２，槡２）时，ｌｉｍｎ→∞ ｘｎ ＝０，从而

ｗｓ（０）＝（－槡２，槡２）。

当ｘ０∈（－∞，－槡２）∪（槡２，＋∞）时，１－ｘ
２
０

＜－１，由｜ｘ１｜＝｜ｘ０｜｜１－ｘ
２
０｜，有槡２＜｜ｘ０｜＜｜ｘ１

｜。同理｜ｘ１｜＜｜ｘ２｜，运用数学归纳法可得，当ｘ０∈

（－∞，－槡２）∪（槡２，＋∞）时，｛｜ｘｎ｜｝是单调递

增的。由于｜ｘｎ｜＞槡２，从而当ｎ→＋∞时，ｘｎ远离不

动点０。又当ｘ０ ＝±槡２时，ｘｎ的取值为 ±槡２交替出

现，即始于区间（－槡２，槡２）以外的点的轨道不再被
吸引了。

命题４　λ!（１，２）时，系统（１）有３个不动点。
ｘ ＝０为排斥不动点，其排斥域ｗｕ（０）＝（－∞，

０）∪（０，＋∞）；ｘ ＝± λ－槡 １为吸引不动点，ｘ

＝ λ－槡 １的 吸 引 域 ｗｓ（ｘ） ＝ ［ λ－槡 １，

λ＋槡 １）；ｘ ＝－ λ－槡 １的吸引域ｗｓ（ｘ）＝（－

λ＋槡 １， λ－槡 １］。
此命题的证明与前面３个命题类似，在此不再

赘述。

从上述分析可见，系统（１）在 λ＝１时出现了
分岔，不动点由之前的１个变为３个，而且不动点０
由吸引不动点变为排斥不动点，这种分岔叫做跨临

界分岔［４］，即λ＝１为系统（１）的跨临界分岔点。

３　立方混沌的分岔与混沌分析

当参数值λ由２过渡到３时，系统产生了分
岔，并通过倍周期分岔产生了混沌。下面从理论

分析和数值仿真两方面来加以研究。

前面已经了解λ＜２时所有不动点的性质，而
λ＞２时，所有的不动点都失去了稳定性，变成了
排斥不动点。为了看清 λ＝２到底发生了什么事
情，先作一个实值计算。在 Ｒ上取任意非不动点
作为初值，让计算机将此迭代，丢弃前 ４００次的
迭代数据，把后面１００个迭代值打印在对应 λ值

的铅直轴上，图１是ｘ０＝０５时的迭代图。可以看
到：λ＝２时，单线开始一分为二，这表明出现了
２周期点。随后出现４周期点、８周期点等，出现
倍周期分岔，并由倍周期分岔通向了混沌，称λ＝
２是倍周期分岔点［２－７］。倍周期分岔通向混沌过程

的局部详细示意可见图２。

图１　倍周期分岔通向混沌
Ｆｉｇ１　Ｐｅｒｉｏｄｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｌｅａｄｉｎｇｔｏｃｈａｏｓ

图２　周期倍化分岔通向混沌示意图
Ｆｉｇ２　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐｅｒｉｏｄｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｌｅａｄｉｎｇ

ｔｏｃｈａｏｓ

下面利用计算机作出ｙ＝ｆ２（ｘ）与ｙ＝ｘ的图
像，曲线ｙ＝ｆ２（ｘ）与直线ｙ＝ｘ的交点即为２周期
点。图３分别画出了参数λ∈（１，２），λ＝２，λ∈（２，
＋∞）这３个区间上的图像。
当１＜λ≤２时，除了３个不动点（１周期点）

外，还有２个２周期点；当λ＝２２时，出现了４个
新的２周期点。下面用代数的方法进一步求出这些
２周期点。
　　 由ｆ

　２（ｘ）＝λ（λｘ－ｘ３）－（λｘ－ｘ３）３＝λ２ｘ－
λｘ３－λ３ｘ３＋３λ２ｘ５－３λｘ７＋ｘ９，得到

　　 ｄ
ｄｘｆ

２（ｘ）＝λ２－３λｘ２－３λ３ｘ２＋１５λ２ｘ４－

２１λｘ６＋９ｘ８。 （２）
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图３　二周期点示意图
Ｆｉｇ３　Ｄｏｕｂｌｉｎｇｐｅｒｉｏｄｐｏｉｎｔｄｉａｇｒａｍ

将不动点ｘ ＝± λ－槡 １代入式（２），则

ｄ
ｄｘｆ

２
（ｘ）＝４λ２－１２λ＋９＝（２λ－３）２。

当λ＝２时，ｄｄｘｆ
　２（ｘ）＝１，即ｙ＝ｆ２（ｘ）与ｙ

＝ｘ在ｘ＝ｘ 处相切（图３ｂ）。
由 ｆ

　２（ｘ）＝ｘ可得：λ２ｘ－λｘ３－λ３ｘ３＋３λ２ｘ５－

３λｘ７＋ｘ９＝ｘ，消去ｘ（ｘ－ λ－槡 １）（ｘ＋ λ－槡 １）因
子，等价于消去不动点，可得

　　ｘ（ｘ－ λ－槡 １）（ｘ＋ λ－槡 １）ｇ（ｘ）＝λ２ｘ－

λｘ３－λ３ｘ３＋３λ２ｘ５－３λｘ７＋ｘ９－ｘ。
再由待定系数法来求 ｇ（ｘ），令 ｇ（ｘ）＝ｘ６＋ａｘ４＋
ｂｘ２＋ｃ，再令 －λ＋１＝ｄ，则
　　ｘ（ｘ２＋ｄ）（ｘ６＋ａｘ４＋ｂｘ２＋ｃ）＝λ２ｘ－λｘ３－

λ３ｘ３＋３λ２ｘ５－３λｘ７＋ｘ９－ｘ。

可得　

ａ＋ｄ＝－３λ，
ａｄ＋ｂ＝３λ２，
ｂｄ＋ｃ＝－λ－λ３，
ｃｄ＝λ２－１










。

求得　
ａ＝－２λ－１，
ｂ＝λ２＋λ＋１，
ｃ＝－λ－１

{
。

故有

ｇ（ｘ）＝ｘ６＋（－２λ－１）ｘ４＋（λ２＋λ＋１）ｘ２＋（－
λ－１）。

分析可得 ｘ＝± λ＋槡 １是 ｇ（ｘ）的根，故令
ｇ（ｘ）＝（ｘ２－（λ＋１））·ｈ（ｘ），再用一次待定系数
法，可得ｈ（ｘ）＝ｘ４－λｘ２＋１，则ｇ（ｘ）＝（ｘ２－（λ
＋１））（ｘ４－λｘ２＋１），求解此式得到２周期点

ｘ１，２＝± λ＋槡 １，ｘ３，４＝±
λ＋ λ２－槡 ４
槡 ２ ，ｘ５，６＝±

λ－ λ２－槡 ４
槡 ２ 。

而λ＝２时，ｘ３，４、ｘ５，６均与 １周期点 ｘ ＝±

λ－槡 １重合，因此λ≤２时系统只有２个２周期点
（不动点除外）ｘ１，２，在λ＞２时产生了４个新的２周

期点ｘ３，４和ｘ５，６（图２ｂ、２ｃ）。这样就得到了这９个２
周期点（包括３个不动点）具体的位置。下面再进一
步讨论其稳定性。

由于 ｄ
ｄｘｆ

　２（ｘ１，２） ＝（２λ＋３）
２，根据定义５可

知，λ＞１时， ｄ
ｄｘｆ

　２（ｘ１，２） ＞１，即 ｘ

１，２是排斥的周

期点，也就是不稳定的。由 ｄ
ｄｘｆ

　２（ｘ３，４，５，６） ＝｜－２λ
２

＋９｜，可知２＜λ＜槡５时，
ｄ
ｄｘｆ

　２（ｘ３，４，５，６） ＜１，从而

ｘ３，４，５，６是稳定的２周期点，说明当λ＞２时系统诞

生了稳定的２周期轨，进入２周期窗口。当λ＞槡５

时， ｄ
ｄｘｆ

　２（ｘ３，４，５，６） ＝｜－２λ
２＋９｜＞１，这４个２周

期点失稳，系统将产生新的稳定的４周期点，发生
第２次倍周期分岔，同时诞生一条稳定的４周期

轨，进入４周期窗口，λ＝槡５是系统由２周期到４
周期的分岔点。

借助施瓦茨导数（ＨＡＳｃｈｗａｒｚ）［７］，利用倍周
期分岔定理，容易证明在λ＝２时发生了第１次倍
周期分岔。随着 λ的增大，将产生越来越多的倍周
期分岔（图２），大量的倍周期分岔出现在越来越窄
的λ的间隔里，这种周期倍化的过程是没有限制
的，不过相应的 λ却有一个极限值 λ∞（称为临界
值），借助Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数可以求得λ∞ ＝２３４８９１７
５…。注意到每次倍周期分岔得到的周期解是稳定
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的，几乎所有的初值ｘ０的轨道将徘徊在这个稳定的
周期解附近。但当 λ→ λ∞ 时，由于周期无穷长，实
质上是非周期的，这样 ｏ＋（ｘ０）已经没有什么规律
可循，呈现出了混沌的特征，故λ∞ 实质上是有序到
无序的分水岭，即当λ进入（λ∞，３），便进入了混沌
区。

从数值计算的结果来看，似乎当λ＞λ∞时，２
ｎ

周期轨不存在了，但由沙可夫斯基定理知，２ｎ周期
轨始终是存在的，只不过它是一个排斥的周期轨，

在计算机计算精度范围内看不见，在那里所见到的

是吸引子。

以上详细分析了当 λ值由２过渡到３时系统
（１）的混沌产生过程。下面再借助Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数来
进一步确认这一过程。

图４是立方混沌的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数σ与参量值λ
的关系图（Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱）。图中取λ∈［２，３］，ｘ０
＝－００２，ｎ＝１０００。可见，在进入混沌前，即λ＜
λ∞ ＝２３４８９１７５…时，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为负值，表明
轨道收敛于某些周期不动点。当λ＞λ∞时，总的

图４　立方混沌的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱
Ｆｉｇ４　Ｌｙａｐｕｎｏｖｉｎｄｅｘｓｐｅｃｔｒａｏｆｃｕｂｉｃｃｈａｏｓ

来讲Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正，表示轨道发散，进入混
沌区。但是，在混沌区内，乱中有序，存在分支、

倒分支以及周期窗口，因此 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数有时降
到零，或降到负值。

４　结束语

本文分析了立方混沌在不同参数下的动力学

性质，详细讨论并证明了不动点的稳定性，给出

了相应的吸引域和排斥域。从理论分析和数值仿

真两方面详细探讨了混沌的产生过程，并借助

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数进一步证明了混沌的存在性。研究
表明，当参数 λ值由２过渡到３时，立方混沌系
统通过倍周期分岔通向混沌，其临界值 λ∞ ＝
２３４８９１７５…。对周期点的产生、周期点的个数
以及倍周期分岔通向混沌的过程进行了详尽的描

述。立方混沌与虫口模型［２］产生的混沌具有很大

的相似性，这也从另一个方面说明混沌其实也是

有一定的规律可循的。
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