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期货市场尾部相关性的 Ｃｏｐｕｌａ度量
孙国华，苏红柳，唐国强

（桂林理工大学 理学院，广西 桂林　５４１００６）

摘　要：通过选择恰当的Ｃｏｐｕｌａ函数能够很好地度量金融数据的尾部相关性。选取ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函
数族中ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ和ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ分别对国际期货市场中黄金期货和白银期货收益率的尾部相关性进
行度量，同时运用非参数估计法对 Ｃｏｐｕｌａ函数中的参数进行估计。结果表明，两种期货收益率的下尾相
关性强于上尾相关性。
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随着经济全球化和金融自由化，金融市场的

波动性不断加剧，金融工具所蕴涵的风险结构也

越来越为复杂，许多金融资产具有非线性动态行

为，特别是期权类金融工具之间，呈现出一定的

非线性相关，这为刻画金融随机变量之间的相关

性结构带来了困难。相关性研究在金融分析中非

常重要，风险管理、投资组合的选择、资产定价

等一系列金融问题都要涉及到相关性研究。刻画

随机变量之间相关性结构的难点在于如何确定其

联合分布函数，Ｃｏｐｕｌａ方法为解决这一问题提供
了新的思路。

自从Ｅｍｂｒｅｃｈｔｓ等把Ｃｏｐｕｌａ这一技术引入到金
融研究以来，已不断有文献用 Ｃｏｐｕｌａ来研究金融
市场的相关性：首先在用 Ｃｏｐｕｌａ建立模型时，可
由随机变量的边缘分布函数借助于 Ｃｏｐｕｌａ函数来
研究随机变量之间的相关性结构，同时可将随机

变量的边缘分布与相关结构分开研究，故可不受

边缘分布选择的限制，还为求解联合分布函数提

供了一条便捷的通道；其次由 Ｃｏｐｕｌａ可导出相关
性指标，通常比常用的线性相关系数更加合乎人

们的要求；并且其与常见的相关性度量相比较，

Ｃｏｐｕｌａ方法涵盖的随机变量相关性结构的信息更

为充分［１］。ＪｏｎｄｅａｕＥ等研究表明，金融资产收益
表现出较强的尾部相关性，并且是非对称的，其

下尾相关性大于上尾相关性［２］。柳会珍等利用广

义Ｐａｒｅｔｏ模型研究了深市收益率分布的尾概率，
并且指出存在着明显的尾部不对称现象［３］。本文

针对期货市场当收益率发生极端事件 （猛涨或猛

跌）时，收益率的尾部相关性对其他收益率波动

的影响程度。

１　基于Ｃｏｐｕｌａ函数的尾部相关性

尾部相关性 （ｔａｉｌｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ）可以较好地描
述极端事件发生时变量间的相互作用，即随机变

量Ｘ大幅度增加或者大幅度减少时，随机变量 Ｙ
也发生大幅度增加或者大幅度减少的概率［４］。对

于分布函数分别为Ｆ、Ｇ的随机变量Ｘ、Ｙ，若Ｘ、Ｙ的
连接函数是Ｃ，则Ｘ、Ｙ基于该Ｃｏｐｕｌａ函数的上尾相
关系数λＵ和下尾相关系数λＬ定义如下

［５］：

λＵ ＝ｌｉｍ
ｔ→１－
Ｐ｛Ｙ＞Ｇ← （ｔ）｜Ｘ＞Ｆ← （ｔ）｝

＝ｌｉｍ
ｔ→１－

１－２ｔ＋Ｃ（ｔ，ｔ）
１－ｔ ， （１）

λＬ ＝ｌｉｍ
ｔ→０＋
Ｐ｛Ｙ≤Ｇ← （ｔ）｜Ｘ≤Ｆ← （ｔ）｝

＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

Ｃ（ｔ，ｔ）
ｔ 。 （２）
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其中：λＵ，λＬ∈（０，１），当λＵ（λＬ）＞０时，称Ｘ、Ｙ上
（下）尾渐近相关；当λＵ（λＬ）＝０时，称Ｘ、Ｙ上（下）
尾渐近独立。Ｆ← （ｔ）、Ｇ← （ｔ）分别表示分布函数
Ｆ（·）、Ｇ（·）的 ｔ分位数函数［６］。λＵ（λＬ）表示变量
Ｘ、Ｙ同时在上（下）尾部的相关系数，以下为另外两
种尾部相关系数［７］：

λＵＬ ＝ｌｉｍ
ｔ→０＋
Ｐ｛Ｙ≥Ｇ← （ｔ）｜Ｘ≤Ｆ← （ｔ）｝

＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｔ－Ｃ（ｔ，ｔ）
ｔ ；

λＬＵ ＝ｌｉｍ
ｔ→１－
Ｐ｛Ｙ＜Ｇ← （ｔ）｜Ｘ＞Ｆ← （ｔ）｝

＝ｌｉｍ
ｔ→１－

ｔ－Ｃ（ｔ，ｔ）
１－ｔ 。

λＵＬ表示Ｘ的下尾部与 Ｙ的上尾部之间的相关性，
λＬＵ表示Ｘ的上尾部与Ｙ的下尾部之间的相关性。在
金融分析中，很少考虑一种变量的上（下）尾部与另

一种变量的下（上）尾部的相关性；因此，本文仅对

上（下）尾相关系数λＵ（λＬ）进行分析研究。

２　Ｃｏｐｕｌａ函数的选取及参数估计

２１　Ｃｏｐｕｌａ函数的定义及性质
ＡｂｅＳｋｌａｒ于１９５９年最早提出Ｃｏｐｕｌａ函数，但

直至２０世纪９０年代，Ｃｏｐｕｌａ函数才得到金融学
家的关注。作为研究随机变量相关结构的方法，

Ｃｏｐｕｌａ具有其独特的性质，即多元分布函数可以
通过单变量边缘分布函数以及多变量相关结构来

刻画。

Ｓｋｌａｒ定理［８］：设Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为 ｎ维分布
函数，其边缘分布为Ｆ１（ｘ１），Ｆ２（ｘ２），…，Ｆｎ（ｘｎ），则
存在函数Ｃ（·），有唯一的Ｃｏｐｕｌａ表达式：
　Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝Ｃ（Ｆ１（ｘ１），Ｆ２（ｘ２），…，Ｆｎ（ｘｎ））。

根据Ｓｋｌａｒ定理，就可以通过Ｃｏｐｕｌａ函数Ｃ（·）
和边缘分布来构建多元联合分布。由于任意边缘分

布函数Ｆｉ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，…ｎ）值都可以看作是 Ｉ＝
［０，１］上均匀分布随机变量Ｕｉ的取值，记Ｆ的逆函
数为Ｆ－１，即Ｆ－１（ｕ）＝ｉｎｆ｛ｘ｜Ｆ（ｘ）≥ｕ｝，假设边缘
分布 Ｆ１（ｘ１），Ｆ２（ｘ２），…，Ｆｎ（ｘｎ）均连续，那么由
Ｓｋｌａｒ定理可知，存在唯一的 Ｃｏｐｕｌａ函数 Ｃ（·），使
得

　Ｃ（ｕ１，ｕ２，…，ｕ２）＝Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝Ｆ（Ｆ１
－１（ｕ１），

　Ｆ２
－１（ｕ２），…，Ｆｎ

－１（ｕｎ））。 （３）
由式 （３）可以先将边缘分布及相关结构分别

处理，再加以整合，就能更有效地探讨各变量间

的共同变动关系，进而估计得到更合适的联合概

率分布。

２２　几种常用的Ｃｏｐｕｌａ函数
Ｃｏｐｕｌａ函数的种类很多，常用的是椭圆连接

函数族 （ＥｌｌｉｐｔｉｃＣｏｐｕｌａｓ）和 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅａｎ连接函
数族 （ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａｓ），而且每一族中又有
许多具体的Ｃｏｐｕｌａ函数。不同的 Ｃｏｐｕｌａ函数具有
不同的性质，在实际应用中，选择恰当的 Ｃｏｐｕｌａ
函数需要遵循两个原则：一是建立的 Ｃｏｐｕｌａ模型
应当易于操作和理解，避免出现参数意义不明的

现象［９］；二是选择与样本数据相关结构相适应的

Ｃｏｐｕｌａ函数。椭圆 Ｃｏｐｕｌａ函数族具有对称的尾部
相关性，这与金融数据的厚尾分布相违背；Ａｒｃｈｉ
ｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数是目前在金融领域应用最为广
泛的一类Ｃｏｐｕｌａ函数，而且构建和计算比较简单。
下面介绍几种常用的ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数 （本

文仅考虑二元情形）。

① ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数其分布函数的表达式如
下：

　ＣＧｕθ（ｕ，ｖ）＝ｅｘｐ［－（（－ｌｎｕ）
θ＋（－ｌｎｖ）θ）１／θ］，

θ≥１。 （４）
ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数对变量在分布上尾处的变

化十分敏感，因此能够快速捕捉到上尾相关的变

化，可用于描述具有上尾相关特性的金融变量之间

的相关关系。其参数θ描述了相关程度，当θ＝１时，
变量独立；当 θ→ ∞ 时，变量趋于完全相关；由式
（１）、（４）得ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数的上尾相关系数为
λＵ ＝２－２

１／θ。

② ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数其分布函数表达式如
下：

ＣＣｌθ（ｕ，ｖ）＝（ｕ
－θ＋ｖ－θ－１）－１／θ，θ＞０。 （５）

ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数对变量在分布下尾处的变
化十分敏感，因此能够快速捕捉到下尾相关的变

化，可用于描述具有下尾相关特性的金融变量之间

的相关关系。当θ＝０和θ→∞时，分别代表变量独
立和变量完全一致相关；由式（２）、（５）得 Ｃｌａｙｔｏｎ
Ｃｏｐｕｌａ函数的下尾相关系数为λＬ ＝２

－１／θ。

③ ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ函数其函数分布表达式如下：

Ｃ（ｕ，ｖ）＝－１
θ (ｌｎ１＋（ｅ－θｕ－１）（ｅ－θｖ－１）ｅ－θ－ )１

，

　　θ∈Ｒ／｛０｝。 （６）
ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ函数的密度函数分布呈 “Ｕ”字
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型，分布具有对称性，因此无法捕捉到随机变量

间的非对称相关关系［１０］。

根据经验可知，金融数据大部分都具有非对

称的特性，因此，只选取Ｇｕｍｂｅｌ和ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ
函数进行尾部相关性分析。为了进一步说明 Ｇｕｍ
ｂｅｌ（Ｃｌａｙｔｏｎ）Ｃｏｐｕｌａ函数对变量在分布上 （下）

尾处的变化十分敏感，利用Ｍａｔｌａｂ可以产生２０００
个二元 Ｇｕｍｂｅｌ和 ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ随机数并画图，
分别见图１、图２。

图１　参数θ为２的二元ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ
Ｆｉｇ１　ＢｉｖａｒｉａｔｅＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａｗｉｔｈθ＝２

图２　参数θ为２的二元ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ
Ｆｉｇ２　ＢｉｖａｒｉａｔｅＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａｗｉｔｈθ＝２

可知，ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ能够很好的描述上尾相
关性，而ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ能够很好的描述下尾相关
性，进一步说明选取这两种函数分别研究上尾和

下尾相关性是合适的。

２３　非参数法估计θ
对于大多数单参数的 ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函

数，由于其生成元φ（ｔ）是参数θ的函数而且φ（ｔ）
与Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数τ存在如下关系［８］：

　　　　τ＝１＋４∫
１

０

φ（ｔ）
φ′（ｔ）

ｄｔ。 （７）

由ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数的生成元φθ（ｔ）＝（－ｌｎ

ｔ）θ及式（７）可以得到τ为θ的解析函数为τ＝（θ－

１）／θ，相应地，θ
∧
＝１／（１－τ

∧
）；由ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函

数的生成元φθ（ｔ）＝ｔ
－θ－１及式（７）可以得到，τ为

θ的解析函数为τ＝θ／（θ＋２），相应地θ
∧
＝２τ

∧
／（１－

τ
∧
）。

为了估计出参数θ，首先需要知道Ｋｅｎｄａｌｌτ的
估计值，起初Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数τ不是通过Ｃｏｐｕｌａ
函数Ｃ（·）定义的，它是通过随机变量（Ｘ，Ｙ）的一
致概率与非一致概率的差来定义的［８］，即

τ（Ｘ，Ｙ）＝Ｐ（（Ｘ１－Ｘ２）（Ｙ１－Ｙ２）＞０）－Ｐ（（Ｘ１－
Ｘ２）（Ｙ１－Ｙ２）＜０），
其中，（Ｘ１，Ｙ１）和（Ｘ２，Ｙ２）为随机变量（Ｘ，Ｙ）的独
立同分布样本。

令｛（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｎ，ｙｎ）｝为一个由
随机变量（Ｘ，Ｙ）的ｎ组观测值组成的样本，其中Ｘ，
Ｙ均为连续的随机变量。若（ｘｉ－ｘｊ）（ｙｉ－ｙｊ）＞０，ｉ
≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，则称（ｘｉ，ｙｉ）与（ｘｊ，ｙｊ）是一致
的；类似的，若（ｘｉ－ｘｊ）（ｙｉ－ｙｊ）＜０，则称（ｘｉ，ｙｉ）与

（ｘｊ，ｙｊ）是非一致的。用Ｃ
ｒ
ｎ表示从ｎ个样本中取ｒ个

样本的组合数，显然样本中总共包含Ｃ２ｎ项由观测值
（ｘｉ，ｙｉ）和（ｘｊ，ｙｊ）构成的组合，且每项组合中的两
组观测值（ｘｉ，ｙｉ）和（ｘｊ，ｙｊ）要么是一致的，要么是

非一致的。将Ｃ２ｎ项组合分为两部分，即Ｃ
２
ｎ ＝ｃ＋ｄ，

其中ｃ表示一致的组合的数量，ｄ表示非一致的组合
的数量，定义

τ
∧
＝ｃ－ｄｃ＋ｄ＝（ｃ－ｄ）／

ｎ( )２ ＝
ｎ( )２
－１

∑
ｉ＜ｊ
ｓｉｇｎ

　　［（ｘｉ－ｘｊ）（ｙｉ－ｙｊ）］ （８）
为样本｛（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｎ，ｙｎ）｝的 Ｋｅｎｄａｌｌ
秩相关系数［１１］。

因此，可以将θ
∧
计算出来，则 Ｃｏｐｕｌａ函数唯一

确定，再由下式计算出上尾相关系数和下尾相关系

数的估计值：

　　　　λ
∧

Ｕ ＝２－２
１／θ
∧

； （９）

　　　　λ
∧

Ｌ ＝２
－１／θ

∧

。 （１０）
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３　尾部相关性的Ｃｏｐｕｌａ度量

３１　计算参数θ
∧

本文选取国际期货市场黄金期货和白银期货从

２００９－１０－１４—２０１２－１２－１６的日开盘价为原始数

据，样本有效数据为９８７个。为方便计算，对其进
行对数变换得到对应的对数收益率为 （ｘｉ，ｙｉ）＝
（ｌｏｇ（ｐｉ＋１／ｐｉ），ｌｏｇ（ｑｉ＋１／ｑｉ））

［１２］。然后通过式（８）解得

τ
∧
＝０６２５４２。最后根据θ与τ的关系式可以得到不同
Ｃｏｐｕｌａ函数对应的参数θ的估计值见表１。

表１　Ｃｏｐｕｌａ函数的参数估计
Ｔａｂｌｅ１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＣｏｐｕｌａｓ

Ｃ（ｕ，ｖ） θ
∧
（τ
∧
） θ

∧

ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ ＣＧｕθ（ｕ，ｖ）＝ｅｘｐ［－（（－ｌｎｕ）
θ＋（－ｌｎｖ）θ）１／θ］ θ

∧
＝１／（１－τ

∧
） ２６６９７

ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ ＣＣｌθ（ｕ，ｖ）＝（ｕ
－θ＋ｖ－θ－１）－１／θ θ

∧
＝２τ

∧
／（１－τ

∧
） ３３３９３

两类Ｃｏｐｕｌａ函数的参数θ
∧
均在各自定义域内，

说明用这两种 Ｃｏｐｕｌａ函数来描述尾部相关性是恰
当的，即黄金收益率和白银收益率既有上尾相关

性又有下尾相关性。

３２　Ｃｏｐｕｌａ函数的检验
为了更进一步说明所选取的 Ｃｏｐｕｌａ函数可以

描述黄金和白银收益率的尾部相关关系，对数据

进行检验。估计参数时为了避免 Ｃｏｐｕｌａ函数边缘
分布假设错误，直接利用 Ｋｅｎｄａｌｌτ来估计参数，
因此并不知道数据具体的边缘分布函数。下面利

用经验分布和ＫＣ构造服从均匀分布的变量并用Ｋ
Ｓ统计量进行拟合优度检验。

单变量分布函数ＫＣ（ｔ）定义为

ＫＣ（ｔ）＝ｔ－
φ（ｔ）
φ′（ｔ）

。

其 中， φ（ｔ） 是 Ｃｏｐｕｌａ函 数 的 生 成 元［１３］，

ＫＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔ）服从标准均匀分布。设变量Ｘ，Ｙ都服

从经验分布，则利用θ
∧
可以求出ＫＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔ）。

对于ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ：

ＫＧｕＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔ）＝ｔ－
ｔ
θ
ｌｎｔ； （１１）

对于ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ：

ＫＣｌＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔ）＝ｔ＋
ｔ－θ－１
θｔ－θ－１

。 （１２）

选择合适的Ｃｏｐｕｌａ按照下面的步骤进行计算：
①求对数收益率｛（ｘｉ，ｙｉ）｝１≤ｉ≤ｎ的分布函数Ｆ（ｘｉ），
Ｇ（ｙｉ）（Ｆ和Ｇ都是经验分布函数）；② 分别由式

（４）和式（５）求出ｔＧｕｉ ＝Ｃ
Ｇｕ
θ（Ｆ（ｘｉ），Ｇ（ｙｉ））和ｔ

Ｃｌ
ｉ ＝

ＣＣｌθ（Ｆ（ｘｉ），Ｇ（ｙｉ））；③将步骤② 中求出的 ｔｉ分别

代入式 （１１）和式 （１２）得 ＫＧｕＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔｉ）和

ＫＣｌＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔｉ）；④ ＫＣ ～Ｕ（０，１），用ＫＳ方法进行
拟合优度检验，结果见表２。

表２　ＫＳ检验结果
Ｔａｂｌｅ２　ＫＳｉｎｓｐｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ

Ｃｏｐｕｌａ Ｚ Ｐ

ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ
ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ

０９２３
１０４４

０３６２
０２２６

两种Ｃｏｐｕｌａ函数的ＫＣ（Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｙ））（ｔ）均服从均匀
分布。因此，用这两种 Ｃｏｐｕｌａ函数来研究黄金期
货和白银期货收益率的尾部相关性是可行的。

３３　尾部相关性研究
下面用 ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ与 ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数

分别对黄金期货和白银期货收益率的上尾部和下

尾部进行相关性研究。根据式（９）、式（１０）可以分

别求出上尾相关系数和下尾相关系数的估计值 λ
∧

Ｕ

和λ
∧

Ｌ，见表３。

表３　λ
∧

Ｕ和λ
∧

Ｌ与Ｃｏｐｕｌａ函数参数的关系及对应值

Ｔａｂｌｅ３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎλ
∧

Ｕ，λ
∧

Ｌａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｏｆＣｏｐｕｌａａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｖａｌｕｅｓ

Ｃｏｐｕｌａ类型
上尾相

关系数

下尾相

关系数
λ
∧

Ｕ λ
∧

Ｌ

ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ ２－２１／θ ０７０３５

ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ ２－１／θ ０８１２６

可以看出，黄金期货与白银期货收益率的上

尾相关系数为０７０３５，下尾相关系数为０８１２６；
而且下尾相关系数大于上尾相关系数，说明黄金

期货与白银期货在期货市场价格低谷阶段的相关

性要高于期货市场价格高涨阶段的相关性；同时

也与ＪｏｎｄｅａｕＥ等［２］的研究结果相一致。
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４　结　论

本文首先介绍了尾部相关性的概念，给出了

几种常用的ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数形式，并且选
取了具有上尾相关性的ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数和具有
下尾相关性的ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数对国际期货市场
中黄金期货和白银期货收益率的尾部相关性进行

度量。然后运用非参数估计的方法估计出 Ｃｏｐｕｌａ
函数中的参数，同时利用经验分布以及构造服从

均匀分布的变量并用ＫＳ统计量对所选取的 Ｃｏｐｕ
ｌａ函数进行拟合优度检验。最后根据尾部相关系
数公式分别求出两种期货收益率的上尾相关系数

和下尾相关系数。结果表明，下尾相关系数大于

上尾相关系数，说明在期货市场活跃时期黄金期

货与白银期货的相关性要强于期货市场低迷时期

的相关性，这也与金融市场的一般规律相符合。
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