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摘　要：讨论了 槇ρ混合序列加权和的弱收敛性、Ｌｐ收敛性和完全收敛性定理，推广了前人的一系列结果。
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１　引言及引理

设｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝是概率空间（Ω，β，Ｐ）上的随机

变量序列，ＦＳ＝σ（Ｘｉ，ｉ∈ＳＮ）为σ－域，在β中
给定σ－域Ｆ，Ｒ，令
　　ρ（Ｆ，Ｒ）＝ｓｕｐ｛｜ｃｏｒｒ（Ｘ，Ｙ）｜；Ｘ∈Ｌ２（Ｆ），
Ｙ∈Ｌ２（Ｒ）｝，

其中ｃｏｒｒ（Ｘ，Ｙ）＝ＥＸＹ－ＥＸＥＹ
ＶａｒＸＶａｒ槡 Ｙ

，为相关系数。

　　Ｂｒａｄｌｅｙ［１］引入如下的相依系数：对ｋ≥０，令

槇ρ（ｋ）＝ｓｕｐ｛ρ（ＦＳ，ＲＴ），有限子集 Ｓ，Ｔ Ｎ，且

ｄｉｓｔ（Ｓ，Ｔ）≥ｋ｝。显然，０≤ 槇ρ（ｋ＋１）≤ 槇ρ（ｋ）≤１，且

槇ρ（０）＝１。
定义　对随机序列｛Ｘｉ，ｉ∈ Ｎ｝，若存在 ｋ∈ Ｎ，使

槇ρ（ｋ）＜１，则称｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝为 槇ρ混合序列。

　　 槇ρ混合与通常的ρ混合有一定的类似，但并不相

同，它们互不包含。槇ρ混合是一类极为广泛的相依

混合序列，槇ρ混合序列的矩不等式、完全收敛性、不

变原理、强大数律、对数律和三级数定理、槇ρ混合阵
列行和的收敛性等在文献［２－１１］中有讨论，本文

进一步讨论 槇ρ混合序列加权和的弱收敛性、Ｌｐ收敛
性和完全收敛性定理，推广了前人的一系列结果。

注：对 槇ρ混合序列，可不失一般性假设 槇ρ（１）＜１。
本文一律以ｃ记与ｎ无关的正常数，“”表示

通常的大“Ｏ”。

引理１［３］　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，ＥＸｉ＝０，则

对０＜ｐ≤２，存在仅依赖于ｐ和 槇ρ的常数ｃ，使对于
ｎ≥１，有

　　Ｅ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｐ≤ｃ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜

ｐ，

　　Ｅｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ∑

ｋ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｐ≤ｃｌｎｐｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜

ｐ。

２　主要结果

设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝为 槇ρ混合序列，｛ａｎｉ，１≤ｉ≤ｎ，ｎ

≥１｝是下三角实数矩阵，即当ｉ＞ｎ时，ａｎｉ＝０，下

面给出∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ的若干收敛性质。

定理１　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２，有

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｐＰ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘ）＝０， （１）

则ｎ－１／ｐ（Ｓｎ－ＥＳｎ）→
ｐ

０，ｎ→∞，其中Ｓｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ。

定理２　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２，有

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘ） ＝０， （２）

则ｎ－１／ｐ（Ｓｎ－ＥＳｎ）→
Ｌｐ
０，ｎ→∞，其中Ｓｎ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ。

定理３　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２
及δ＞２＋ｐ，有
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　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｌｎδｘＰ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｘ）＝０，（３）

则对αｐ≥１，有

∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｎ－α｜Ｓｎｊ－ＥＳｎｊ｜＞ε）＜∞，ε＞０，

其中 Ｓｎｊ＝∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ，ｊ≤ｎ。

特别地，取ａｎｉ＝１，Ｓｊ∑
ｊ

ｉ＝１
Ｘｉ，则由上面定理

分别得下列推论：

推论１　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２，有

　　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘＰ（｜Ｘｉ｜

ｐ≥ｘ）＝０，

则ｎ－１／ｐ（Ｓｎ－ＥＳｎ）→
ｐ

０，ｎ→∞。

推论２　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２，有

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜

ｐＩ（｜Ｘｉ｜≥ｘ） ＝０，

则ｎ－１／ｐ（Ｓｎ－ＥＳｎ）→
Ｌｐ
０，ｎ→∞。

推论３　设｛Ｘｉ；ｉ≥１｝是 槇ρ混合序列，对０＜ｐ＜２
及δ＞２＋ｐ，有

　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｌｏｇδｘＰ（｜Ｘｉ｜

ｐ≥ｘ）＝０， （４）

则对αｐ≥１，有

∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｎ－α｜Ｓｊ－ＥＳｊ｜＞ε）＜∞，ε＞０。

３　主要结果的证明

定理１的证明　取ｘｎ ＝ｎ
１／ｐ，当ｎ→∞时，显然ｘｎ

→∞。记
　Ｘｎｉ′＝ａｎｉＸｉＩ（｜ａｎｉＸｉ｜＜ｘｎ），Ｘｎｉ″＝ａｎｉＸｉＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ），

　Ｓｎ′∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｎｉ′，Ｓｎ″∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｎｉ″，

因Ｐ（ｎ－１／ｐ｜Ｓｎ－ＥＳｎ｜≥ε）≤Ｐ（｜Ｓｎ′－ＥＳｎ′｜≥
εｎ１／ｐ／２）＋Ｐ（｜Ｓｎ″－ＥＳｎ″｜≥εｎ

１／ｐ／２）Ｉｎ１＋Ｉｎ２，
故为证定理１，只需证 Ｉｎｉ→０，ｎ→ ∞，ｉ＝１，２。由
Ｍａｒｋｏｖ不等式以及引理，有

Ｉｎ１ｎ
－２／ｐＥ（Ｓｎ′－ＥＳｎ′）

２ｎ－２／ｐ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｎｉ′）

２

＝ｎ－２／ｐ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（ａｎｉＸｉ）

２Ｉ（｜ａｎｉＸｉ｜＜ｘｎ）

＝ｎ－２／ｐ∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘ２ｎ

０
Ｐ（（ａｎｉＸｉ）

２Ｉ（｜ａｎｉＸｉ｜＜ｘｎ）≥ｙ）ｄｙ

ｎ－２／ｐ∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｎ

０
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｙ）ｙｄｙ

＝ｎ１－２／ｐ∫
ｘｎ

０
∑
ｎ

ｉ＝１
ｎ－１Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｙ）ｙｄｙ。

由式（１），ε＞０，Ｍ，使当ｙ＞Ｍ时，有ｓｕｐ
ｎ≥１

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｙ）≤εｙ

－ｐ，即当ｘｎ ＞Ｍ时，有

Ｉｎ１ｎ
１－２／ｐ（∫

Ｍ

０
ｙｓｕｐ
ｎ≥１∑

ｎ

ｉ＝１
ｎ－１Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｙ）ｄｙ＋

　　∫
ｘｎ

Ｍ
εｙ－ｐ＋１ｄｙ）≤ｎ１－２／ｐ（Ｍ＋εｘ－ｐ＋２ｎ ）

＝ｎ１－２／ｐ（Ｍ＋εｎ－１＋２／ｐ）＝Ｍｎ１－２／ｐ＋ε。
由０＜ｐ＜２，以及ε的任意性，得Ｉｎ１→０，ｎ→∞。

下证Ｉｎ２→０，ｎ→∞。由Ｘｎｉ″的定义及式（１）等

价于ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘＰ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｘ）＝０，有

Ｉｎ２≤Ｐ（∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｎｉ″－ＥＸｎｉ″｜≥εｎ

１／ｐ／２）

≤Ｐ（ｉ；１≤ｉ≤ｎ，｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）

＝Ｐ（∪
ｎ

ｉ＝１
（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ））≤∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｎ

１／ｐ）

≤ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｎＰ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｎ）→０，ｎ→∞。

证毕。

定理２的证明　仍用定理１的记号，但这里取ｘｎ＝

ｎ（１－ｐ／２）／４，因０＜ｐ＜２，所以当ｎ→∞时，ｘｎ→∞。
由引理、Ｊｅｎｓｅｎ不等式、Ｃｒ不等式及式（２），有

Ｅ｜ｎ－１／ｐ（Ｓｎ－ＥＳｎ）｜
ｐ

　　ｎ－１Ｅ｜Ｓｎ′－ＥＳｎ′｜
ｐ＋ｎ－１Ｅ｜Ｓｎ″－ＥＳｎ″｜

ｐ

≤ｎ－１（Ｅ（Ｓｎ′－ＥＳｎ′）
２）ｐ／２＋ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｎｉ″｜

ｐ

≤ｎ－１（∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｎｉ′）

２）ｐ／２＋ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｎｉ″｜

ｐ

≤ｎ－１（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｎ）

ｐ／２＋ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）

＝ｎ３ｐ／４－ｐ
２／８－１＋ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）→０，

ｎ→∞。
证毕。

定理３的证明　仍用定理１的记号，但这里取ｘｎ＝

ｎα（２－ｐ）／４，ε＞０，有

∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｎ－α｜Ｓｎｊ－ＥＳｎｊ｜＞ε）

≤∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｎ－α｜Ｓｎｊ′－ＥＳｎｊ′｜＞ε／２）＋

∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｎ－α｜Ｓｎｊ″－ＥＳｎｊ″｜＞ε／２）Ｊｎ１＋Ｊｎ２。
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由Ｍａｒｋｏｖ不等式、引理及｜Ｘｎｉ′｜≤ｘｎ，得

Ｊｎ１≤∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２－２αＥ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｎｊ′－ＥＳｎｊ′｜

２）

∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－２－２αｌｏｇ２ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｎｉ′｜

２

≤∑
∞

ｎ＝１
ｎαｐ－１－２α＋α（２－ｐ）／２ｌｏｇ２ｎ

∑
∞

ｎ＝１
（ｌｏｇ２ｎ）／ｎ１＋α（２－ｐ）／２ ＜∞。

由Ｍａｒｋｏｖ不等式及引理，有

Ｊｎ２∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２Ｅ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｎｊ″－ＥＳｎｊ″｜）

ｐ

∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２ｌｏｇｐｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｎｉ″｜

ｐ

＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２ｌｏｇｐｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）

＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２ｌｏｇｐｎ∑

ｎ

ｉ＝１
∫
∞

０
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）≥ｔ）ｄｔ

＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２ｌｏｇｐｎ∑

ｎ

ｉ＝１
［∫
ｘｐｎ

０
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）≥ｔ）ｄｔ

＋∫
∞

ｘｐｎ
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐＩ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）≥ｔ）ｄｔ］

∑
∞

ｎ＝１
ｎ－２ｌｏｇｐｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｐｎＰ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）＋

　∫
∞

ｘｐｎ
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｔ）ｄｔ）。

因式（３）等价于ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｐｌｎδｘＰ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘ）

＝０，故Ｍ，使当ｘ＞Ｍ时，有

ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘ）≤ｘ

－ｐｌｏｇ－δｘ，

ｓｕｐ
ｎ≥１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｘ）≤ｘ－１ｌｏｇ－δｘ。

又因ｘｎ→∞，所以ｎ０，使当ｎ≥ｎ０时，有ｘｎ＞Ｍ。
故由δ＞２＋ｐ，得

Ｊｎ２∑
∞

ｎ＝ｎ０

ｎ－１ｌｏｇｐｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［ｎ－１ｘｐｎＰ（｜ａｎｉＸｉ｜≥ｘｎ）

　 ＋∫
∞

ｘｐｎ
ｎ－１Ｐ（｜ａｎｉＸｉ｜

ｐ≥ｔ）ｄｔ］

∑
∞

ｎ＝ｎ０

ｎ－１ｌｏｇｐｎｌｏｇ－δｘｎ＋∑
∞

ｎ＝ｎ０

ｎ－１ｌｏｇｐｎ∫
∞

ｘｐｎ
ｔ－１ｌｏｇ－δｔｄｔ

∑
∞

ｎ＝ｎ０

（ｌｏｇｐｎ）／（ｎｌｏｇδｘｎ）＋∑
∞

ｎ＝ｎ０

（ｌｏｇｐｎ）／（ｎｌｏｇδ－１ｘｎ）

∑
∞

ｎ＝１
１／（ｎｌｏｇδ－ｐ－１ｎ）＜∞。

证毕。
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