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压电智能板分析的样条有限点法
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摘　要：从高阶剪切变形理论、智能本构关系、瞬时变分原理和样条离散化出发，建立了压电智能板
分析的样条有限点法。对压电智能板的变形进行了分析，结果与相应的有限元解作了详细的比较，证

明了本文方法的正确性。计算结果表明，利用样条有限点法进行智能结构的分析，计算模型简单，物

理关系明确，与有限元法相关的计算模型相比，具有较大的优越性，实用价值高。
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近年来，压电材料由于其良好的机电耦合特

性，已被广泛地应用于结构形状控制等方面。在

复合材料层合板中，采用表面粘贴压电材料铺层，

形成含压电层层合板，目前常采用的分析方法是

有限元法，由于压电介质机电耦合的复杂性，用

有限元法建模存在一定的困难和缺陷。

本文从高阶剪切变形理论出发，建立了压电

层合板的动力模型，编制了相关程序，对压电层

合板的变形进行分析。通过与有限元解的比较，

验证了本文方法的正确性。

１　位移模式

本文位移模式采用Ｒｅｄｄｙ［１］建立的高阶剪切变
形理论：
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（１）
式中：ｕ、ｖ、ｗ为板内任一点分别沿ｘ、ｙ、ｚ方向的位移
分量；ｕ０、ｖ０、ｗ０为板中面任一点分别沿 ｘ、ｙ、ｚ方向
的位移分量；θｘ、θｙ为转角；ｈ为智能板的厚度。

２　本构关系

采用线弹性－压电本构关系

　　　　 σ＝Ｄε－ｅＴＥ，
Ｂ＝ｅε＋ζＥ{

。
（２）

式中：σ、Ｂ、Ｅ分别为应力、电位移及电场强度向量；
Ｄ、ｅ及ζ分别为弹性矩阵、压电矩阵及介电常数矩
阵。

电场强度向量Ｅ是指电势Φ负的梯度，它们的
关系为

　　　　　　Ｅ＝［Ｅｘ　Ｅｙ　Ｅｚ］
Ｔ， （３）

其中　Ｅｘ ＝－Φ，ｘ；Ｅｙ ＝－Φ，ｙ；Ｅｚ＝－Φ，ｚ。
Φ为电势；Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ分别为ｘ、ｙ、ｚ方向的电场强度；
Φ，ｘ、Φ，ｙ、Φ，ｚ分别为对ｘ、ｙ、ｚ的导数。

３　变分原理

对智能板的动力分析，一般采用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理，本章采用瞬时最小势能原理［２］。

４　样条有限点法

４１　样条离散化构造板位移函数
智能板由主板和压电材料组成，压电材料连续

分布在主板的上下表面，分别充当驱动器及传感器
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元件。在板中面沿ｘ方向样条离散化，如图１所示。

图１　压电板平面图
Ｆｉｇ１　Ｐｌａｎｏｆｔｈｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅ
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ｘｉ＝ｘ０＋ｉｈｘ，　ｈｘ ＝ａ／Ｎ。

则它的位移函数及电势函数可以采用以下形式
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其中，α＝ｕ０，ｖ０，ｗ０，θｘ，θｙ，Φ。
!ｉ（ｘ）为三次Ｂ样条函数构成的基函数，可以

采用各种不同的形式，本文采用广义参数法［３］。Ｘｍ、
Ｙｍ、Ｚｍ、Θｍ、Ｔｍ及Ｓｍ为正交函数或正交多项式，它
们满足ｙ方向的两对边的边界条件。例如，若ｙ方向
两对边为简支边（ｙ方向的边长为ｂ），
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利用三角函数的正交性，处理边界很方便。
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式中：
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式中：ｈ２为压电层的厚度；其余为
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（１１）
式中：ｈ为智能板厚度；［

!

″］为［
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］对ｘ的二阶导数；
［
!

′］为［
!

］对ｘ的一阶导数；Ｚｍ″、Ｚｍ′分别为Ｚｍ对
ｙ的二阶、一阶导数；Θｍ′为Θｍ对ｙ的一阶导数。
４２　建立智能样条离散化泛函

设智能板由３部分组成，上下两层为压电材
料，它们分别充当驱动器及传感器，中间一层为

主结构，由弹性材料构成。Π为板壳总势能泛函，由
瞬时最小势能原理［２］可得

　　　　　　　　δΠ ＝０； （１２）

Π ＝１２∫Ｖ［εＴＤε－εＴｅＴＥ－ＥＴｅε－ＥＴζＥ－２ｕＴ（Ｆ－
ｃｕ

●　

－ρü）］ｄＶ－∫ΓｕＴ０ｑｄΓ＋∫ＶＱΦｄＶ－∫ΓΦＱｄΓ。
（１３）
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式中：
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Ｔ，

　　ε＝［ε１１　ε２２　ε３３　ε１２　ε２３　ε３１］
Ｔ。

式中，ｑ、Ｆ为面力向量及体力向量；ｕ、ü分别为速度
及加速度向量；ρ、ｃ分别为材料质量密度及阻尼系
数；Ｑ为电荷密度。由式（１３）可得
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１
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这是智能板的样条离散化泛函。式中
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（１５）

其中

［Ｍｉ］＝∫Ｖｉ［Ｎ］Ｔρｉ［Ｎ］ｄＶ，［Ｃｉ］＝∫Ｖｉ［Ｎ］Ｔｃｉ［Ｎ］ｄＶ，
［Ｋｉ］＝∫Ｖｉ［Ａ］ＴＤｉ［Ａ］ｄＶ，［Ｋｐ］＝∫Ｖｐ［Ａ］ＴｅＴ［Ｈ］ｄＶ，
［Ｋｓ］＝∫Ｖｓ［Ａ］ＴｅＴ［Ｈ］ｄＶ，［槇Ｋｐ］＝∫Ｖｐ［Ｈ］Ｔζ［Ｈ］ｄＶ，
［槇Ｋｓ］＝∫Ｖｓ［Ｈ］Ｔζ［Ｈ］ｄＶ，｛Ｐ｝＝∫Γ［Ｎ０］ＴｑｄΓ，
｛Ｑｉ｝＝∫Ｖｉ［ＮＡ］ＴＱｉｄＶ，｛ｆｉ｝＝∫Γｉ［ＮＡ］ＴＱｉｄΓ，
ｉ＝ａ，ｐ，ｓ
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（１６）
式中：［Ｍａ］为主板的质量矩阵；［Ｍｐ］为驱动器的

质量矩阵；［Ｍｓ］为传感器的质量矩阵；［Ｋａ］为主

板的刚度矩阵；［Ｋｐ］为驱动器的刚度矩阵；［Ｋｓ］

为传感器的刚度矩阵；［Ｋｐ］为主结构与驱动器的

耦合刚度矩阵；［Ｋｓ］为主结构与传感器的耦合刚度

矩阵；［槇Ｋｐ］为驱动器的自感应刚度矩阵；［槇Ｋｓ］为传
感器的自适应刚度矩阵；｛Ｐ｝为外部施加的机械力

矢量；｛ｆｐ｝为由于电荷作用在压电驱动器上产生的
力矢量；｛ｆｓ｝为由于电荷作用在压电传感器上产生
的力矢量。

４３　建立智能板样条离散化动力模型
利用智能瞬时变分原理可得到智能板的动力

模型

［Ｍ］｛Ｖ
●●

｝＋［Ｃ］｛Ｖ
●

｝＋［Ｋ］｛Ｖ｝＋［Ｋｐ］｛Φｐ｝＋

［Ｋｓ］｛Φｓ｝＝｛ｆ｝， （１７）

　　［Ｋｐ］
Ｔ｛Ｖ｝－［槇Ｋｐ］｛Φｐ｝＝｛ｆｐ｝， （１８）

　　［Ｋｓ］
Ｔ｛Ｖ｝－［槇Ｋｓ］｛Φｓ｝＝｛ｆｓ｝。 （１９）

由式（１７）及（１８）得

｛Φｐ｝＝［槇Ｋｐ］
－１［Ｋｐ］

Ｔ｛Ｖ｝－［槇Ｋｐ］
－１｛ｆｐ｝，

｛Φｓ｝＝［槇Ｋｓ］
－１［Ｋｓ］

Ｔ｛Ｖ｝－［槇Ｋｓ］
－１｛ｆｓ

}
｝。

（２０）

将式（２０）代入式（１７），凝聚掉电自由度，得到具有
传感器和驱动器的智能板的不含电自由度的样条

离散化动力方程

　　［Ｍ］｛Ｖ
●●

｝＋［Ｃ］｛Ｖ
●

｝＋［Ｋ］｛Ｖ｝＝｛ｆ｝， （２１）
式中：［Ｍ］、［Ｃ］、［Ｋ］分别为质量矩阵、阻尼矩阵、
刚度矩阵；｛Ｖ

●●

｝、｛Ｖ
●

｝、｛Ｖ｝及｛ｆ｝分别为加速度、速
度、位移及等效力向量。其中：

［Ｋ］＝［Ｋ］＋［Ｋｐ］［槇Ｋｐ］
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Ｔ，
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－１｛ｆｐ｝＋［Ｋｓ］［槇Ｋｓ］

－１｛ｆｓ
}

｝。

（２２）
这种建立智能板动力模型的方法称为样条有限点

法。

在智能结构压电传感元件层上，一般情况下没

有外电场，外加电荷为０，即：Ｑｓ＝Ｑｓ＝０，因此｛ｆｓ｝
＝０。因此，压电传感器上的电势输出为

　　　　｛Φｓ｝＝［槇Ｋｓ］
－１［Ｋｓ］

Ｔ｛Ｖ｝。 （２３）

５　算　例

四边简支压电层合板，上下粘贴压电材料，

中间为基板，基板采用各向同性弹性材料 （本例

中采用钢），压电材料选自文献 ［４］，基板的厚度
为ｈ１，上下压电层厚度均为ｈ２。

压电材料的参数如下：

　ｅ３１ ＝ｅ３２ ＝－５２０Ｃ／ｍ
２，ｅ３３ ＝１５０８Ｃ／ｍ

２，

　ｅ１５ ＝ｅ２４ ＝１２７２Ｃ／ｍ
２，ζ１１ ＝ζ２２ ＝１４７５ζ０，

　ζ３３ ＝１３００ζ０，ζ０ ＝８８５４×１０
－１２Ｆ／ｍ。
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Ｄ＝

８１．３ ０．３２９ ０．４３２ ０ ０ ０
０．３２９ ８１．３ ０．４３２ ０ ０ ０
０．４３２ ０．４３２ ６４．５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ２５．６ ０ ０
０ ０ ０ ０ ２５．６ ０

















０ ０ ０ ０ ０ ３０．６

×１０９Ｐａ；

钢　Ｅ＝２．１×１０１１Ｎ／ｍ２，μ＝０．３０；
荷载　ｑ＝１×１０６Ｎ／ｍ２；
板边长　ａ＝０．１ｍ；板宽　ｂ＝０．１ｍ。

本例利用样条有限点法及有限元法分析均布

荷载对压电智能板挠度的影响。其中有限元解为

在 ＡＮＳＹＳ９０中建模，基板采用 ＳＯＬＩＤ４５单元，
压电层采用ＳＯＬＩＤ５耦合单元，计算结果见图２及
表１。图２为板的中平面上 ｙ＝ｂ／２中心线挠度曲
线，图中ＦＥＭ为有限元法，ＳＦＰＭ为样条有限点
法。表１为在均布荷载作用下不同厚度的板的中
心点的挠度值。

从以上分析可以看出，采用本文方法与有限

元法所得到的结果相差很小。

图２　均布荷载作用下板的挠度沿ｘ方向的分布
Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅ

ａｌｏｎｇｘａｘｉｓｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｌｏａｄ

表１　均布荷载作用下不同板厚的板
中心点的挠度

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｅｎｔｒａｌｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｈｉｃｋｎｅｓｓｕｎｄｅｒ
　　　　　　　　　　ｕｎｉｆｏｒｍｌｏａｄ　　　　　　１Ｅ－６

层厚／ｍ
ｈ１ ｈ２

文解（ＳＦＰＭ） 有限元解（ＦＥＭ）

０．０４ ０．００２５ ０．５７８７ ０．５８２０
０．０３ ０．００２５ １．００１９ ０．９９５０
０．０２ ０．００２５ ２．３０８６ ２．４８０２
０．０２ ０．００５ １．８０２０ １．９２３７
０．０２ ０．０１０ １．１７８８ １．１９２６
０．０２ ０．０１５ ０．８０３６ ０．８０８３
０．０２ ０．０２０ ０．５９６４ ０．５９３４
０．０１ ０．００２５ １．０５７５ １．２９８５
０．０１ ０．００５ ７．０３８６ ７．３７３４
０．０１ ０．０１０ ２．９２３３ ２．９６８４
０．００５ ０．００５ ２０．１７２６ １９．９００

６　结　论

计算结果表明，利用样条有限点法分析智能

板结构，不仅精度高，而且计算简便。故利用样

条有限点法分析智能结构是一种经济有效的新方

法。这种方法对于厚板分析也适用。
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