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关于亚纯函数唯一性问题
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摘　要：利用Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ值分布理论和亚纯函数唯一性理论，研究了涉及导数、微分多项式和亏值的
亚纯函数唯一性问题．设ｆ，ｇ是非常数的亚纯函数，Θ（∞，ｆ）＝Θ（∞，ｇ）＝１，Ｅ（１，ｆ（ｎ））＝Ｅ（１，ｇ（ｎ）），

Θ（０，ｆ）＋Θ（０，ｇ）＞２－１／（７ｎ＋１１）（ｎ为非负整数），则ｆ≡ｇ或ｆ（ｎ）·ｇ（ｎ）≡１．
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１　引言及主要结果

设ｆ和ｇ是开平面内的２个非常数亚纯函数，ａ为任一复数，若ｆ－ａ和ｇ－ａ的零点相同，且零点的重
级也相同，则称ｆ与ｇ以ａ为ＣＭ公共值；若ｆ－ａ和ｇ－ａ的零点相同（忽略重级），则称ｆ与ｇ以ａ为ＩＭ
公共值．

ｐ＝∏
Ｓ

ｉ＝０
（ｆ（ｉ））ｎｉ，Ｆ＝∑

ｎ

ｉ＝０
ａｉ（ｚ）ｆ

ａｉ０（ｆ′）ａｉ１…（ｆ（ｋｉ））ａｉｋｉ．

分别称为ｆ的微分单项式和微分多项式．ｒ＝∑
Ｓ

ｉ＝０
ｎｉ，称为ｐ的次数．λｉ＝ａｉ０＋ａｉ１＋… ＋ａｉｋｉ，λ＝ｍａｘｉ （λｉ），

ａ＝ｍｉｎ
ｉ
｛λｉ｝，λ称为Ｆ的次数．如果λ＝ａ，则Ｆ称为ｆ的齐次微分多项式．Гｉ＝ａｉ０＋２ａｉ１＋… ＋（ｋｉ＋

１）ａｉｋｉ，Г＝ｍａｘｉ ｛Гｉ｝，Г称为Ｆ的权数．

本文采用 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论的常用记号和术语，如：Ｔ（ｒ，ｆ），ｍ（ｒ，ｆ），Ｎ（ｒ，ｆ），Ｎ（ｒ，ｆ），ｓ（ｒ，ｆ）等［１，２］．
把两函数的导函数具有的公共值和亏值混合起来考虑是亚纯函数唯一性理论研究的一个重要课题．

本文证明了下面两个定理．
定理１　设ｆ，ｇ是非常数的亚纯函数，Θ（∞，ｆ）＝Θ（∞，ｇ）＝１，Ｅ（１，ｆ（ｎ））＝Ｅ（１，ｇ（ｎ）），Θ（０，ｆ）＋

Θ（０，ｇ）＞２－１／（７ｎ＋１１）（ｎ为非负整数），则ｆ≡ｇ或ｆ（ｎ）·ｇ（ｎ）≡１．

定理２ 设ｆ，ｇ是非常数的亚纯函数，Ｆ（ｆ），Ｇ（ｇ）分别是ｆ和ｇ的常系数齐次微分多项式，Ｆ＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉｆ

ａｉ０

（ｆ′）ａｉ１…（ｆ（ｋｉ））ａｉｋｉ，Ｇ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｂｉｆ

ｂｉ０（ｆ′）ｂｉ１…（ｆ（ｌｉ））ｂｉｌｉ，其次数分别是λ１，λ２，权数分别是Г１，Г２．如果Θ（∞，ｆ）

＝Θ（∞，ｇ）＝１，Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ），（Г１－λ１＋１）Θ（０，ｆ）＋（Г２－λ２＋１）Θ（０，ｇ）＞∑
２

ｉ＝１
（Гｉ－λｉ＋１）

－ｍｉｎ｛λ１，λ２｝／３，则Ｆ≡Ｇ或Ｆ·Ｇ≡１．
推论 设ｆ，ｇ是非常数的亚纯函数，ψｎ ＝ａｎ（ｄ

ｎ／ｄｚｎ）＋ａｎ－１（ｄ
ｎ－１／ｄｚｎ－１）＋… ＋ａ１（ｄ／ｄｚ）（ａｎ≠０），

为常系数线性微分算子，如果Θ（∞，ｆ）＝Θ（∞，ｇ）＝１，Ｅ（１，ψｎ（ｆ））＝Ｅ（１，ψｎ（ｇ）），Θ（０，ｆ）＋Θ（０，ｇ）
＞２－１／３（ｎ＋１）．则有
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（１）ｆ－ｇ≡ｓ，ｓ是微分方程ψｎ（ｗ）＝０的解，或
（２）ψｎ（ｆ）·ψｎ（ｇ）≡１．

２　一些引理

引理１　设ｆ是非常数的亚纯函数，ｎ是正整数，若Θ（０，ｆ）＞１－１／ｎ．则ｆ（ｎ）不为常数．

证明：若ｆ（ｎ）为常数，则ｆ是至多ｎ次的多项式，设ｆ＝∑
ｋ

ｉ＝０
ａｉｆ

ｉ，（ｋ为正整数，ｋ≤ｎ，ａｋ≠０），则有Ｔ（ｒ，

ｆ）＝ｋ·ｌｏｇｒ，因为ｋ次多项式有ｋ个零点（记重数），故（ｎ（ｒ，１／ｆ）≥１，有Ｎ（ｒ，１／ｆ）≥ｌｏｇｒ．所以Θ（０，ｆ）

＝１－ｌｉｍ
———

ｒ→∞
Ｎ（ｒ，１／ｆ）／Ｔ（ｒ，ｆ）≤１－ｌｉｍ

———

ｒ→∞
ｌｏｇｒ／（ｋ·ｌｏｇｒ）＝１－１／ｋ≤１－１／ｎ矛盾．所以ｆ（ｎ）不为常数．

引理２　设ｆ是非常数的亚纯函数，Ｆ＝Ｆ（ｆ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉｆ

ａｉ０（ｆ′）ａｉ１…（ｆ（ｋｉ））ａｉｋｉ为ｆ的常系数齐次微分多

项式．其次数是λ，权数是Г，则有下面的不等式
　　　　　　λＴ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，ｆ）＋（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１）

证明：由第２基本定理
　　　　　　Ｔ（ｒ，Ｆ）≤Ｎ（ｒ，Ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／Ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１））－Ｎ（ｒ，１／Ｆ′，）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （２）
其中Ｎ（ｒ，１／Ｆ′）表示Ｆ′的零点，但不是Ｆ－１的零点的计数函数．

由对数导数引理，有

　　　　　　ｍ（ｒ，１／ｆλ）≤ｍ（ｒ，Ｆ／ｆλ）＋ｍ（ｒ，１／Ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤ｍ（ｒ，１／Ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （３）
所以，　　　　　λＴ（ｒ，ｆ）－λ·Ｎ（ｒ，１／ｆ）≤Ｔ（ｒ，Ｆ）－Ｎ（ｒ，１／Ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （４）
由（２），（４）得　　　　λＴ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，Ｆ）＋λＮ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１）－Ｎ（ｒ，１／Ｆ′）＋ｓ（ｒ，ｆ）．

（５）
本文约定，用〈ｘ〉表示不小于ｘ的最小整数，不难得到：若ｚ０是ｆ的大于或等于〈（Г－λ＋ｋ）／λ〉（其中

ｋ为整数，ｋ≥１）级零点，则ｚ０必是Ｆ（ｆ）的至少λ〈（Г－λ＋ｋ）／λ〉－（Г－λ）级零点，是Ｆ
′（ｆ）的至少

λ〈（Г－λ＋ｋ）／λ〉－（Г－λ＋１）级零点，从而有
　　　　　　　　　λＮ（〈Г－λ＋１）λ 〉（ｒ，１／ｆ）－Ｎ（ｒ，１／Ｆ

′）≤（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）． （６）
其中Ｎ（〈Г－λ＋１）λ 〉（ｒ，１／ｆ）表示ｆ的重级大于或等于〈（Г－λ＋１）／λ〉的零点的计数函数．
　　若ｚ０是ｆ的小于或等于〈（Г－λ＋１）／λ〉－１级零点，因为〈（Г－λ＋１）／λ〉－１≤（Г－λ＋１）／λ，
所以

　　　　　　　　　λＮ〈Г－λ＋１λ 〉－１）（ｒ，１／ｆ）≤（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）． （７）
其中Ｎ〈Г－λ＋１λ 〉－１）（ｒ，１／ｆ）表示ｆ的重级小于或等于〈（Г－λ＋１）／λ〉－１的零点的计数函数．
由（５），（６），（７）得
　　　　　　　　　λＴ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，ｆ）＋（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１））＋ｓ（ｒ，ｆ）．

引理３　设ｆ，ｇ是非常数的亚纯函数，Ｆ（ｆ），Ｇ（ｇ）分别是ｆ和ｇ的齐次微分多项式．其次数分别是λ１，

λ２，权数分别是Г１，Г２．如果Θ（∞，ｆ）＝１，Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ），Θ（０，ｆ）＞１－λ１／（３（Г１－λ１＋１）），则
Ｔ（ｒ，ｆ）＝Ｏ（Ｔ（ｒ，Ｆ）），Ｔ（ｒ，ｆ）＝Ｏ（Ｔ（ｒ，Ｇ））．

证明：由引理２及引理３的条件知
Ｔ（ｒ，ｆ）≤（Г１－λ１＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）／λ１＋Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１））／λ１＋ｓ（ｒ，ｆ）．

由Θ（０，ｆ）＞１－λ１／（３（Г１－λ１＋１）），得Ｎ（ｒ，１／ｆ）＜（λ１Ｔ（ｒ，ｆ）／（３（Г１－λ１＋１））．所以

　　　　　　Ｔ（ｒ，ｆ）≤（３Ｎ（ｒ，１／（Ｆ－１））／（２λ１）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤３Ｔ（ｒ，Ｆ）／（２λ１）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （８）

因为Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ），所以
　　　　　　　Ｔ（ｒ，ｆ）≤３Ｎ（ｒ，１／（Ｇ－１））／（２λ１）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤３Ｔ（ｒ，Ｇ）／（２λ１）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （９）
由（８），（９）得：Ｔ（ｒ，ｆ）＝Ｏ（Ｔ（ｒ，Ｆ）），Ｔ（ｒ，ｆ）＝Ｏ（Ｔ（ｒ，Ｇ））．
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　　引理 ４［３］　 设 ｆｊ（ｚ）（ｊ＝１，２，３）于开平面亚纯，且 ｆ１（ｚ）不为常数，如果：∑
３

ｊ＝１
ｆｊ（ｚ）≡ １并满足

　　∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，１／ｆｊ）＋∑

３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，ｆｊ）＜（λ＋ｏ（１））Ｔ（ｒ）（ｒ∈Ｉ），其中λ＜１／２，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ１≤ｊ≤３

｛Ｔ（ｒ，ｆｊ）｝．

则：ｆ２（ｚ）≡１，或ｆ３（ｚ）≡１．

引理５　设ｆ是非常数的亚纯函数，Ｆ＝Ｆ（ｆ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉ（ｚ）ｆ

ａｉ０（ｆ′）ａｉ１…（ｆ（ｋｉ））ａｉｋｉ为ｆ的常系数齐次微分多

项式．其次数是λ，权数是Г，Θ（∞，ｆ）＝１．则有
Ｎ（ｒ，１／Ｆ）≤（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）．

证明：Ｎ（ｒ，１／Ｆ）≤Ｎ（ｒ，ｆλ／Ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｆ）≤Ｔ（ｒ，Ｆ／ｆλ）＋Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，Ｆ／ｆλ）＋Ｎ（ｒ，１／ｆ）
＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１０）
下面分两种情况：

（ｉ）ｚ０是ｆ的大于或等于〈（Г－λ）／λ〉级零点；
（ｉｉ）ｚ０是ｆ的小于或等于〈（Г－λ）／λ〉－１级零点．

　　完全类似于引理２的证明，可以得到
Ｎ（ｒ，１／Ｆ）≤（Г－λ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋ｓ（ｒ，ｆ）．

３　定理１的证明

　　设　　　　　　（ｆ（ｎ）－１）／（ｇ（ｎ）－１）≡ｈ，则ｆ（ｎ）－ｈｇ（ｎ）＋ｈ≡１． （１１）
　　由引理３及条件知：Ｎ（ｒ，ｈ）＋Ｎ（ｒ，１／ｈ）≤Ｎ（ｒ，１／ｆ（ｎ＋１））＋Ｎ（ｒ，１／ｇ（ｎ＋１））＋Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，ｇ）≤（ｎ＋
２）（Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｇ））＋ｏ（Ｔ（ｒ）），（ｒ∈Ｉ），其中Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ

１≤ｊ≤３
｛Ｔ（ｒ，ｆｊ）｝，ｆ１ ＝ｆ

（ｎ），ｆ２ ＝－ｈｇ
（ｎ），ｆ３ ＝ｈ．

再由（１１）得　　　　　　　∑
３

ｊ＝１
ｆｊ≡１． （１２）

　　∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，１／ｆｊ）＋∑

３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，ｆｊ）≤Ｎ（ｒ，１／ｆ

（ｎ））＋Ｎ（ｒ，１／ｇ（ｎ））＋２（Ｎ（ｒ，ｈ）＋Ｎ（ｒ，１／ｈ））＋ｏ（Ｔ（ｒ））≤（３ｎ

＋５）（Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｇ））＋ｏ（Ｔ（ｒ））≤（３ｎ＋５）（２－Θ（０，ｆ）－Θ（０，ｇ）＋ε）·ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，
其中０＜ε＜Θ（０，ｆ）＋Θ（０，ｇ）－２＋１／（７ｎ＋１１）． （１３）
　　由Ｍｉｌｌｏｕｘ［４］不等式

Ｔ（ｒ，ｆ）＜Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（ｆ（ｎ）－１））－Ｎ（ｒ，１／（ｆ（ｎ＋１）））＋ｓ（ｒ，ｆ）；
Ｔ（ｒ，ｆ）＜Ｎ（ｒ，ｆ）＋（ｎ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（ｆ（ｎ）－１））＋ｓ（ｒ，ｆ）．

从而有 　　　Ｔ（ｒ，ｆ）＜Ｎ（ｒ，ｆ）＋（ｎ＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｆ（ｎ））＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１４）
由Θ（０，ｆ）＞１－１／（７ｎ＋１１），得 　　　Ｎ（ｒ，１／ｆ）＜Ｔ（ｒ，ｆ）／（７ｎ＋１１）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１５）
由（１４），（１５）得 　　　　Ｔ（ｒ，ｆ）＜（７ｎ＋１１）Ｔ（ｒ，ｆ（ｎ））／（６ｎ＋１０）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１６）
由Ｅ（１，ｆ（ｎ））＝Ｅ（１，ｇ（ｎ）），得：　　Ｔ（ｒ，ｆ）＜（７ｎ＋１１）Ｔ（ｒ，ｇ（ｎ））／（６ｎ＋１０）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１７）
同理　　　　Ｔ（ｒ，ｇ）＜（７ｎ＋１１）Ｔ（ｒ，ｆ（ｎ））／（６ｎ＋１０）＋ｓ（ｒ，ｆ）． （１８）

由（１７），（１８）知
ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤（７ｎ＋１１）Ｔ（ｒ，ｆ（ｎ））／（６ｎ＋１０）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤（７ｎ＋１１）Ｔ（ｒ）／（６ｎ＋１０）＋ｏ（Ｔ（ｒ））． （１９）

由（１３），（１９）得

　　　　　　　　∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，１／ｆｊ）＋∑

３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，ｆｊ）＜（μ＋ｏ（１））Ｔ（ｒ），（μ＜１／２）． （２０）

由引理１及定理的条件知：ｆ（ｎ）不为常数．由（１９）及引理４知：－ｈｇ（ｎ） ＝１或ｈ＝１．若 －ｈｇ（ｎ） ＝１，由
（１２）知：ｆ（ｎ） ＝－ｈ．所以，ｆ（ｎ）·ｇ（ｎ）≡１．

若ｈ＝１，则ｆ（ｎ）≡ｇ（ｎ），于是ｆ＝ｇ＋Ｐ（ｚ），Ｐ（ｚ）是一个次数至多为ｎ－１次的多项式．假设Ｐ不恒等于
零．
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设Ｔ（ｒ，ｇ）≤Ｔ（ｒ，ｆ），（ｒ∈Ｉ），由定理的条件易知：ｆ，ｇ为超越亚纯函数，从而由推广的第二基本定理得：
Ｔ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／（ｆ－Ｐ））＋ｓ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／ｇ）＋ｓ（ｒ，ｆ）≤（２－Θ（０，ｆ）
－Θ（０，ｇ）＋ε）Ｔ（ｒ，ｆ），ｒ∈Ｉ，其中０＜ε＜Θ（０，ｆ）＋Θ（０，ｇ）－２＋１／（７ｎ＋１１）．导致Ｔ（ｒ，ｆ）＝ｓ（ｒ，ｆ），矛
盾．所以Ｐ恒等于零，从而ｆ≡ｇ．

４　定理２的证明

　　设：（Ｆ－１）／（Ｇ－１）≡ｈ，则Ｆ－ｈＧ＋ｈ≡１．由引理３知，Ｎ（ｒ，ｈ）＋Ｎ（ｒ，１／ｈ）≤Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，ｇ）＝
ｏ（Ｔ（ｒ）），（ｒ∈Ｉ），其中Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ

１≤ｊ≤３
｛Ｔ（ｒ，ｆｊ）｝，ｆ１ ＝Ｆ，ｆ２ ＝－ｈＧ，ｆ３ ＝ｈ．于是有

　　　　　　　　　　　　∑
３

ｊ＝１
ｆｊ≡１． （２１）

由引理５得

∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，１／ｆｊ）≤Ｎ（ｒ，１／Ｆ）＋Ｎ（ｒ，１／Ｇ）＋ｏ（Ｔ（ｒ））≤（Г１－λ１＋１）Ｎ（ｒ，１／ｆ）＋（Г２－λ２＋１）Ｎ（ｒ，１／ｇ）＋ｏ（Ｔ（ｒ））

≤［（Г１－λ１＋１）（１－Θ（０，ｆ））＋（Г２－λ２＋１）（１－Θ（０，ｇ））］ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝＋ｏ（Ｔ（ｒ））． （２２）
不妨假设λ１≤λ２．由引理２及式（８）

ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤３Ｔ（ｒ，Ｆ）／（２λ１）＋ｏ（Ｔ（ｒ））≤（３／（２λ１）＋ｏ（１））Ｔ（ｒ）．

所以：∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，１／ｆｊ）≤［（Г１－λ１＋１）（１－Θ（０，ｆ））＋（Г２－λ２＋１）（１－Θ（０，ｇ））］·（３／（２λ１）＋ｏ（１））Ｔ（ｒ）

＜（μ＋ｏ（１））（Ｔ（ｒ），（μ＜１／２）．

显然：∑
３

ｊ＝１
Ｎ（ｒ，ｆｊ）＝ｏ（Ｔ（ｒ））．

由引理３知Ｆ不为常数，由引理４知 －ｈＧ＝１或ｈ＝１，从而有Ｆ≡Ｇ或Ｆ·Ｇ≡１．
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