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不同分布 珘φ混合序列的强收敛性
邓光明，贾　贞
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摘　要：讨论了不同分布 珘φ混合序列的强收敛性，获得了与独立情形几乎一致的结果，推广了著
名的Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ强大数律．
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１　引言及引理

设｛Ｘｉ，ｉ∈ Ｎ｝是概率空间（Ω，β，Ｐ）上的随机

变量序列，ＦＳ ＝σ（Ｘｉ，ｉ∈ＳＮ）为σ域 ，在β中
给定 σ域 Ｆ，Ｒ，令 φ（Ｆ，Ｒ）＝ｓｕｐ｛｜Ｐ（Ｂ｜Ａ）－
Ｐ（Ｂ）｜；Ａ∈ Ｆ，Ｐ（Ａ）＞０，Ｂ∈ Ｒ｝，类似于文献
［１］，文献［２］引入如下的相依系数：对ｋ≥０，令
　　珘φ（ｋ）＝ｓｕｐ｛φ（ＦＳ，ＦＴ），有限子集Ｓ，ＴＮ，且
ｄｉｓｔ（Ｓ，Ｔ）≥ｋ｝． （１）
其中，ｄｉｓｔ（Ｓ，Ｔ）表示集合 Ｓ，Ｔ的距离，显然，０≤
珘φ（ｋ＋１）≤ 珘φ（ｋ）≤１，且 珘φ（０）＝１．
定义　对随机序列｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝，如存在ｋ∈Ｎ，

使 珘φ（ｋ）＜１，则称｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝是 珘φ混合序列．
珘φ混合与通常的 φ混合有一定的类似，但并不

相同，它们互不包含，事实上，在通常的φ混合系数
φ（ｋ）中，式（１）的Ｓ，Ｔ分别是［１，ｎ］和［ｎ＋ｋ，∞］
中的子集．另外，珘φ混合只要求存在某 ｋ∈ Ｎ，使
珘φ（ｋ）＜１，在这一点上要比φ混合的要求φ（ｎ）→
０，ｎ→∞弱得多，因此，珘φ混合是一类极为广泛的
相依混合序列，对其进行研究是很有价值的，文献

［２，３］研究了它的完全收敛性和强收敛性．本文进
一步讨论它的强收敛性，所得结果几乎达到独立情

形的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ强大数律．
在极限性质的讨论中，对 珘φ序列｛Ｘｉ，∈Ｎ｝，即

存在ｋ０∈Ｎ，使 珘φ（ｋ０）＜１，如ｋ０ ＞１，可考虑 ｛Ｘｉ｝

的ｋ０个子列｛Ｘｋ０ｉ＋ｊ，ｉ∈Ｎ｝，ｊ＝０，１，２，…，ｋ０－１，而
每一个子列的 珘φ（１）即为原序列的 珘φ（ｋ０），因此，对
珘φ混合序列，可不失一般性，假设 珘φ（１）＜１．
引理１［２］　设｛Ｘｉ，ｉ∈ Ｎ｝是 珘φ混合序列，ＥＸｉ

＝０，Ｅ｜Ｘｉ｜
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ｎ
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引理２［４］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是非负的随机变量
序列，对任意ｎ≥１，ＶａｒＸｎ ＜∞，｛ａｎ，ｎ≥１｝是非
降趋于无穷的正常数序列，满足
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２　定理及其证明

定理１　设｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ｝是φ
～
混合序列，对任意

ｎ≥１，方差ＶａｒＸｎ＜∞，｛ａｎ，ｎ≥１｝是非降趋于无
穷的正常数序列，假设
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定理２　设｛Ｘｉ，ｉ≥１｝是φ
～
混合序列，｛ａｎ，ｎ≥

１｝是非降趋于无穷的正常数序列，满足下列条件
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定理１的证明：记 Ｘ＋和 Ｘ－分别为 Ｘ的正部和负
部，有Ｘ±≥０，Ｘ＝Ｘ＋－Ｘ－，｜Ｘ｜＝Ｘ＋＋Ｘ－，由
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综合式（８）、（９）、（１１），由引理２即得
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定理２的证明：对Ｘｉ截尾，记Ｙｉ＝ＸｉＩ（｜Ｘｉ｜≤ａｉ），则

ａ－１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－ＥＸｉ）＝ａ

－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｙｉ）＋ａ

－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－

ＥＹｉ）＋ａ
－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（ＥＹｉ－ＥＸｉ）＝

∧　

Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３．

故要证定理２，只需证明：Ｉｉ→０，ａｓ．ｉ＝１，２，Ｉ３→
０．
由式（４）得

∑
∞

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ≠Ｙｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（｜Ｘｉ｜＞ａｉ）＜∞，

所以由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理得　Ｐ（Ｘｉ≠Ｙｉ，ｉｏ）＝
０．
又由ａ－１ｎ →０，ｎ→∞，得

Ｐ（ｌｉｍ
ｎ→∞
ａ－１ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｙｉ）＝０，ｉｏ）＝１，

即　Ｉ１→０，ａｓ
下面验证｛Ｙｉ，ｉ≥１｝满足定理１的条件，
由Ｙｉ的定义得　ＶａｒＹｉ≤ａ

２
ｉ ＜∞，

又由式（７）得

ｓｕｐ
ｎ≥１
ａ－１ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｙｉ－ＥＹｉ｜≤２ｓｕｐｎ≥１ａ

－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｙｉ｜

４８５ 桂　林　工　学　院　学　报　　　　　　　　　　　　　　　２００６年



＝２ｓｕｐ
ｎ≥１
ａ－１ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜Ｉ（｜Ｘｉ｜≤ａｉ） ＜∞，

再由式（６）得

∑
∞

ｎ＝１
ａ－２ｎＶａｒＹｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
ａ－２ｎＶａｒＸｎＩ（｜Ｘｎ｜≤ａｎ） ＜∞．

故｛Ｙｉ，ｉ≥１｝满足定理１的条件，由定理１得
Ｉ２→０，ａｓ

最后证明Ｉ３→０，由式（５）即得

Ｉ３ ＝ａ
－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ－Ｙｉ）＝ａ

－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＥＸｉＩ（｜Ｘｉ｜＞ａｉ）→０．

综合即得

ａ－１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－ＥＸｉ）→０，ａｓ．

定理２证毕．

参考文献：

［１］ＢｒｙｃＷ，ＳｍｏｌｅｎｓｋｉＷ．Ｍｏｍｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒａｌｍｏｓｔｓｕｒｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｗｅａｋｌｙｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．
ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈＳｏｃｉｅｔｙ，１９９３，１１９（２）：６２９
－６３５．

［２］吴群英，林亮．珘φ混合序列的完全收敛性和强收敛性
［Ｊ］．工程数学学报，２００４，２１（１）：７５－８０．

［３］何宝珠．珘φ混合序列的几乎处处收敛速度 ［Ｊ］．桂林工学
院学报，２００５，２５（２）：２５６－２５８．

［４］ＣｈａｎｄｒａＴＫ，ＧｏｓｗａｍｉＡ．Ｃｅｓａｒｏｕｎｉｆｏｒｍｉｎｔｅｇｒａｂｉｌｉｔｙａｎｄ
ｔｈｅｓｔｒｏｎｇｌａｗｏｆｎｕｍｂｅｒ［Ｊ］．Ｓａｎｋｈｙａ，１９９２，５４（２）：
２１５－２３１．

［５］林正炎，陆传荣，苏中根．概率极限理论基础 ［Ｍ］．北
京：高等教育出版社，１９９９．

Ｓｔｒｏｎｇｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｆｏｒ珘φｍｉｘｉｎｇｒａｎｄｏｍ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

ＤＥＮＧＧｕａｎｇｍｉｎｇ，ＪＩＡＺｈｅｎ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＧｕｉｌｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｇｕｉｌｉｎ５４１００４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｓｔｒｏｎｇｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｆｏｒ珘φｍｉｘｉｎｇｒａｎｄｏｍｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓａｒｅａｌｍｏｓｔｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｏｓｅｏｆｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓ．ＴｈｅｗｅｌｌｋｎｏｗｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖｓｔｒｏｎｇｌａｗｏｆ
ｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｓｉｓｆｕｒｔｈｅｒｉｍｐｒｏｖｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：珘φｍｉｘｉｎｇｒａｎｄｏｍｓｅｑｕｅｎｃｅ；ｓｔｒｏｎｇｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；ｍｏｍｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

５８５第４期　　　　　　　　　　邓光明等：不同分布 珘φ混合序列的强收敛性


