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单因变量的偏最小二乘法在双曲递减中的应用

郭大浩，邓英尔，管英柱

（成都理工大学 “油气藏地质及开发工程”国家重点实验室，四川 成都　６１００５９）

摘　要：二元回归法是一种重要的求解油气产量双曲递减参数的方法，但在二元回归方程
中，２个自变量的相关系数较大，存在严重的多重相关性，这样会使最小二乘法失效，得到
的回归模型的拟合效果不好．为了较好地解决多重相关性问题，基于陈元千教授提出的二
元回归方程，提出了用偏最小二乘法来求解递减参数．介绍了偏最小二乘法的基本原理、
建模基本思想和交叉有效性判别法并讨论了该方法在双曲递减方程中的应用．实例表明偏
最小二乘法解决了二元回归方程中的多重相关性问题，得到了较好的拟合效果．
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　　自从 ＪＪＡＲＰＳ于１９４５年提出双曲递减模型
以来，国内外众多的油气藏科技人员对双曲递减

方程的建立和求解进行了深入细致的研究，先后

提出了试差法［１，２］、图 解法［１，２］、曲 线位移

法［１，３］、陈氏二元回归法［４］、Ｔｏｗｌｅｒ＆Ｂａｎｓａｌ线
性回归法［５］、非线性曲线拟合法［６］、遗传算法［７］

等．这些方法各有特点，其中试差法、图解法、
曲线位移法由于受人为因素的影响，会造成多解；

Ｔｏｗｌｅｒ＆Ｂａｎｓａｌ线性回归法、非线性曲线拟合法、
遗传算法弥补了多解的不足，得到了最优解，但

算法较复杂；二元回归法是一种重要的求解递减

参数的方法，但在回归方程中２个自变量 Ｑ和 Ｑｔ
的相关系数较大，存在严重的多重相关性，这样

会使最小二乘法失效，破坏参数估计，对回归系

数的统计检验造成了一定的困难，得到的回归模

型也达不到较好的拟合效果．
　　偏最小二乘回归方法是近年来兴起的一种多
元统计分析方法，它将主成分分析、典型相关分

析和多元线性回归分析三者综合在一起，能够在

自变量存在严重的多重相关性的条件下进行回归

建模［８］．本文针对二元回归法中的多重相关性问

题讨论了单因变量的偏最小二乘法在双曲递减方

程中的应用．

１　双曲递减的二元回归方程［４］

　　在双曲递减方程中，有

　　　　　Ｑ＝Ｑｉ／（１＋ｎＤｉｔ）１／ｎ． （１）

由 （１）式积分可得到相应时刻的累积产量方程
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１－ｎ），　ａ１＝

Ｅ
Ｄｉ
（
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１－ｎ），

　　ａ２＝Ｅｎ／１－ｎ，

则得　　Ｎｐ＝ａ０＋ａ１Ｑ＋ａ２Ｑｔ． （３）

如果再设ｘ１＝Ｑ，ｘ２＝Ｑｔ，ｙ＝Ｎｐ，则由（３）式可得

二元回归分析的一般形式

　　　　ｙ＝ａ０＋ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２． （４）
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　　根据递减阶段实际的生产数据，由（４）式进行
二元回归分析后，可得常系数 ａ０，ａ１，ａ２的数值，然
后确定Ｑｉ，Ｄｉ，ｎ的数值
　　　　　　　　Ｑｉ＝－ａ０／ａ１； （５）
　　　　　　　Ｄｉ＝－Ｅ／ａ１（１－ｎ）； （６）
　　　　　　　　ｎ＝ａ２／（ａ２－Ｅ）． （７）

２　偏最小二乘法的原理［８］

２１　基本思想
　　设有单因变量 ｙ和 ｐ个自变量 ｛ｘ１，ｘ２，…，
ｘｐ｝，观测ｎ个样本点，构成自变量和因变量的数
据表Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ］ｎ×ｐ和Ｙ＝［ｙ］ｎ×ｐ．
　　在一般的多元线性回归模型中，当数据总体
能够满足高斯 －马尔科夫假设条件时，根据最小
二乘法，有

　　　　　　Ｙ
∧
＝Ｘ（Ｘ′Ｘ）－１Ｘ′Ｙ． （８）

Ｙ
∧
是 Ｙ的一个很好的估计量．从式 （８）容易看
出，（Ｘ′Ｘ）必须是可逆矩阵，但当Ｘ中的变量存
在严重的多重相关性时，这个最小二乘估计量就

会失效，并引发一系列应用方面的问题，而偏最

小二乘回归分析可以避免 （Ｘ′Ｘ）的不可逆性．
　　偏最小二乘回归的基本思路是：分别在 Ｘ和 Ｙ
中提取成分 ｔ１和 ｕ１（ｔ１是 ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ的线性组
合，ｕ１是Ｙ的线性组合，即 ｙ本身）．在提取这２个
成分时，为了回归分析的需要，有下列要求：

　　 （１）ｔ１和 ｕ１应尽可能多地携带其各自数据
表中的变异信息；

　　 （２）ｔ１和ｕ１的相关程度能够达最大．
　　这２个要求表明，ｔ１和 ｕ１应尽可能好地代表
数据表Ｘ和Ｙ，同时自变量的成分 ｔ１对因变量的
成分ｕ２有最强的解释能力．
　　在第１个成分ｔ１和ｕ１被提取后，偏最小二乘
回归分别实施 Ｘ对 ｔ１的回归以及 Ｙ对 ｔ１的回归．
如果回归方程已经达到满意的精度，则算法终止；

否则，将利用Ｘ被ｔ１解释后的残余信息以及 Ｙ被
ｔ１解释后的残余信息进行第２轮的成分提取．如
此往复，直到能达到一个较满意的精度为止．若
最终对 Ｘ共提取了 ｍ个成分 ｔ１，ｔ２，…，ｔｍ，偏
最小二乘回归将进行 ｙ对 ｔ１，ｔ２，…，ｔｍ的回归，
然后再表达成 ｙ关于原变量 ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ的回
归方程．
２２　算法推导

　　记Ｆ０是因变量Ｙ的标准化矩阵，有

　　　　Ｆ０ｉ＝（Ｙｉ－Ｙ）／ｓｙ，ｉ＝１，２，…，ｎ．

式中：Ｙ，ｓｙ分别为Ｙ的均值、标准差．
　　记Ｅ０为自变量集合Ｘ的标准化矩阵，有

Ｅｉｊ＝（Ｘｉｊ－Ｘｊ）／ｓｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，
…，ｐ．
式中，Ｘｊ，ｓｊ分别是第 ｊ个自变量的均值、标准
差．
　　第 １步，从 Ｆ０中提取一个成分 ｕ１，ｕ１＝
Ｆ０ｃ１，ｃ１是Ｆ０的第一主轴，并且‖ｃ０‖＝１；从 Ｆ０
中提取一个成分 ｔ１，ｔ１＝Ｆ０ｗ１，ｗ１是 Ｆ０的第一
主轴，并且‖ｗ１‖＝１，如果要求ｔ０，ｕ１能分别很好
地代表Ｘ与Ｙ中的数据变异信息，根据提取成分
的要求有：ｔ１与 ｕ１的标准差 Ｖａｒ（ｔ１），Ｖａｒ（ｕ１）趋
于最大，ｔ１与ｕ１的相关系数 ｒ（ｔ１，ｕ１）趋于最大，即
要求ｔ１与ｕ１的协方差达到最大，即

Ｃｏｖ（ｔ１，ｕ１）＝ Ｖａｒ（ｔ１）Ｖａｒ（ｕ１槡 ）ｒ（ｔ１，ｕ１）→ｍａｘ．
也就是说，在‖ｗ０‖＝１和‖ｃ０‖＝１的约束条件下去

求ｗＴ１ＥＴ０Ｆ０ｃ１的最大值，采用拉格朗日算法，记
对

ｓ＝ｗＴ１ＥＴ０Ｆ０ｃ１－λ１ （ｗＴ１ｗ１－１） －λ２ （ｃＴ１ｃ１－１）

→ｍａｘ．
对ｓ分别求关于 ｗ１，ｃ１，λ１，λ２的偏导，并令之
为零，有

ｓ／ｗ１＝ＥＴ０Ｆ０ｃ１－２λ１ｗ１＝０，

ｓ／ｃ１＝ＦＴ０Ｅ０ｗ１－２λ２ｃ１＝０，

ｓ／λ１＝－（ｗＴ０ｗ１－１） ＝０，

ｓ／λ２＝－（ｃＴ０ｃ１－１） ＝０．
通过推导可得

ＥＴ０Ｆ０ＥＴ０Ｅ０ｗ１＝θ２１ｗ１；ＦＴ０Ｅ０ＥＴ０Ｅ０ｃ１＝θ２１ｃ１．

式中：θ１＝２λ１＝２λ２＝ｗＴ１ＥＴ０Ｆ０ｃ１．

　　可见，ｗ１是矩阵 ＥＴ０Ｆ０ＦＴ０Ｅ０的特征向量，对

应的特征值为θ２１．由上可知θ１为优化问题的目标
函数值，它要求取最大值，所以，ｗ１是对应于

ＥＴ０Ｆ０ＦＴ０Ｅ０矩阵特征值的单位特征向量．另一方

面，ｃ１是对应于ＦＴ０Ｅ０ＥＴ０Ｆ０矩阵最大特征值θ２１的
单位特征向量．
　　求得主轴ｗ１和ｃ１后，即可得到成分
　　ｔ１＝Ｅ０ｗ１；　ｕ１＝Ｆ１ｃ１．
　　然后，分别求Ｅ０和Ｆ０对ｔ１的２个回归方程

　　Ｅ０＝ｔ１ＰＴ１＋Ｅ１；　Ｆ０＝ｔ１ｒＴ１＋Ｆ１．
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式中，回归系数向量为

　　Ｐ１＝ＥＴ０ｔ１／‖ｔ１‖２；ｒ１＝ＦＴ０ｔ１／‖ｔ１‖２．
　　而Ｅ１，Ｆ１分别是两个回归方程的残差矩阵．
　　第２步，用残差矩阵Ｅ１和Ｆ１取代Ｅ０和Ｆ０，用
同样方法求第２个轴ｗ２和ｃ２以及第２个主成分ｕ２
和ｔ２，如此计算下去，如果进行了ｍ次运算，则会有

Ｅ０＝ｔ１ＰＴ１＋ｔ２ＰＴ２＋…＋ｔｍＰＴｍ＋Ｅｍ，
Ｆ０＝ｔ１ｒＴ１＋ｔ２ｒＴ２＋…＋ｔｍｒＴｍ＋Ｆｍ．

２３　交叉有效性判别
　　在偏最小二乘回归建模中，究竟应该选取多
少个成分为宜，这可通过考察增加一个新的成分

以后，能否对模型的预测功能有明显的改进来考

虑．用交叉有效性进行判别：除去某个样本点ｉ的
所有样本集合作为一个并使用 ｈ个成分拟合一个
回归方程；然后把排除的样本点ｉ代入前面拟合的

回归方程，得到ｙｉ在样本点 ｉ上的拟合值 ｙ
∧

ｈ（－ｉ），

对每一个样本点重复上述计算，定义 ｙｉ的预测误
差平方和为ＰＲＥＳＳｈ，有

　　　　ＰＲＥＳＳｈ＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｙ

∧

ｈ（－ｉ））
２．

　　另外，再采用所有的样本点，拟合含 ｈ个成分

的回归方程．这时，记第 ｉ个样本点的预测值为 ｈ
∧
ｉ，

则可以定义ｙ１的误差平方和为ＳＳｈ，有

ＳＳｈ＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｙ

∧

ｈｉ）
２．

　　一般说来，总是有 ＰＲＥＳＳｈ＞ＳＳｈ，而 ＳＳｈ＜
ＳＳｈ－１．下面比较 ＳＳｈ－１和 ＰＲＥＳＳｈ，ＳＳｈ－１是用全
部样本点拟合的具有 （ｈ－１）个成分的方程的拟
合误差．ＰＲＥＳＳｈ增加了一个成分 ｔｈ，但却含有样
本点的扰动误差，如果 ＰＲＥＳＳｈ在一定程度上小于
ＳＳｈ－１，则认为增加一个成分 ｔｈ，会使预测的精度
明显提高．因此希望 （ＰＲＥＳＳｈ／ＳＳｈ－１）的比值越
小越好．一般认为：当ＰＲＥＳＳｈ／ＳＳｈ－１≤０９５２时，
增加成分是有益的；否则，就认为增加新的成分

ｔｈ对减少方程的预测误差无明显的改善作用．
　　交叉有效性也可定义为

Ｑ２ｈ＝１－
ＰＲＥＳＳｈ
ＳＳｈ－１

．

当Ｑ２ｈ≥ （１－０９５２） ＝００９７５时，表明加入成
分能改变模型质量，否则不能．

３　算例分析

　　以某井的实际开发数据（表１）为例［２］，该井数

据曾被多篇文章引用，比较有代表性．
表１　某气井的实际生产数据与
偏最小二乘法的预测结果比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｃｔｕａｌｄａｔａａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｅｄ
ｒｅｓｕｌｔｓｂｙｐａｒｔｉａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

ｔ／ａ
Ｑ／（１０４ｍ３·ｄ－１） Ｎｐ／１０４ｍ３

实际 预测 实际 预测

０ ２８．４７ ２８．４７ ０ －５．６５
０．５ ２３．９１ ２３．８８ ４７５３．７７ ４６８７．４４
１ ２０．２７ ２０．３３ ８７６７．４４ ８９２１．２
１．５ １７．５３ １７．５２ １２２４０．２５ １２２０１．１
２ １５．２６ １５．２７ １５２２９．１５ １５２２２．７
２．５ １３．４４ １３．４２ １７８４７．９９ １７７６７．３
３ １１．９０ １１．８９ ２０１５３．７１ ２０１２１．４
３．５ １０．５９ １０．６２ ２２１４６．３１ ２２２９１．２
４ ９．５６ ９．５４ ２４０２５．０５ ２３９５６．９
相对误差　　
平均 ／％　　　

０．０１６　　 ０．０２７

设ｙ＝Ｎｐ，ｘ１＝Ｑ，ｘ２＝Ｑｔ，根据实例得到了ｎ（ｎ＝
９）个样本点，由此构成了因变量 数据表 Ｙ＝
［ｙ］９×２和自变量数据表 Ｘ＝［ｘ１，ｘ２］９×２，由于 ｙ，
ｘ１，ｘ２数量级相差太大，所以应作标准化处理，设

　ｙｉ ＝
ｙｉ－珋ｙ
ｓｙ
，ｘｉ１ ＝

ｘ１－珋ｘ１
ｓｘ１

，ｘｉ２ ＝
ｘ２－珋ｘ２
ｓｘ２

　　（ｉ＝１，２，…，９）．
式中珋ｙ，珋ｘ１，珋ｘ２分别是ｙ，ｘ１，ｘ２的均值，Ｓｙ，Ｓｘ１，Ｓｘ２分
别是ｙ，ｘ１，ｘ２的标准差．
　　由此构成了标准化的因变量数据矩阵 Ｆ０＝

（ｙ）９×１和标准化的自变量数据矩阵 Ｅ０＝ （ｘ１，

ｘ２）９×２．
３１　用最小二乘法计算
　　ｙ对 ｘ１，ｘ２ 进行二元回归，经最小二乘计
算后，结果如下：

　　测定系数 Ｒ２＝０５９４０５８；Ｆ检验值 Ｆ＝
１９８０６６；回归方程的回归系数及ｔ检验值见表２；
同时计算得到 ｘ１ 与 ｘ２ 的相关系数 ｒ＝－０９９２，
可见存在严重的多重相关性．
　　由上述计算结果可知，Ｆ检验通过，但是所
有回归系数均未通过ｔ检验，且自变量 ｘ２ 的回归
系数显著为零，这与实际模型相违背．

表２　最小二乘法回归系数及ｔ检验值
Ｔａｂｌｅ２　Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｔｔｅｓｔｉｎｇｖａｌｕｅｂｙｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

变量 回归系数 ｔ检验值

ｘ１ －１．６２ －０．７８２
ｘ２ ０００５ ０００２４
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３２　用偏最小二乘法计算
　　利用前面的分析，用偏最小二乘法计算得到：
成分　　ｔ１＝－０７１ｘ１ ＋０７０ｘ２；

　　　　ｔ２＝－０７１ｘ１ ＋０７０ｘ２．

　　在进行交叉有效性检查时，以Ｑ２ｈ≥００９７５作
为是否显著的标志，由交叉有效性结果（表 ３）可
知，需采用ｔ１，ｔ２两个成分进行偏最小二乘回归，ｙ

关于ｔ１，ｔ２的回归方程为

　　ｙ ＝０７０ｔ１＋１５９ｔ２．
将ｔ１，ｔ２代入得到

　　ｙ ＝－１６２ｘ１ －０６３ｘ２．

将标准化变量ｙ，ｘ１，ｘ２ 分别还原成原始变量 ｙ，
ｘ１，ｘ２，则回归方程为
　　ｙ＝５８９２７５－２０７００１ｘ１－３９７ｘ２．
　　由上式可知回归系数分别为：ａ０ ＝５８９２７５，
ａ１＝－２０７００１，ａ２＝－３９７．
　　将ａ０，ａ１，ａ２的值代入（５），（６），（７）式分别计
算递减参数，可得

　　ｎ＝０５２，Ｑ＝２８４７，Ｄｉ＝０３６８．
　　根据上面的参数，利用双曲递减方程即可进
行瞬时产量与累积产量的预测 （表１），从预测结
果及误差分析可知，精度令人满意．

表３　偏最小二乘的交叉有效性判别
Ｔａｂｌｅ３　Ｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎｔａｂｌｅｂｙｐａｒｔｉａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

成分个数 Ｑ２ｈ 临界值

１ ０９９４８ ００９７５
２ ０９９７６ ００９７５

４　结　论

　　通过以上实例表明，偏最小二乘法能很好地应
用于油气产量双曲递减的二元回归方程中，较好的

处理了二元回归方程中的多重相关性问题．同时也
表明该方法具有很高的理论意义和实用价值．
　　符号说明：

　　ａ０，ａ１，ａ２—待定系数；Ｎｐ—累积产量，１０４ｍ３；Ｑ—瞬时

产量，１０４ｍ３／ｄ或 １０４ｍ３／ａ；Ｑｉ—递减初期的瞬时产量，

１０４ｍ３／ｄ或１０４ｍ３／ａ；Ｄｉ—初始递减率，１／ａ或１／ｍｏｎ；ｎ—递

减指数，０＜ｎ＜１；Ｎ—测试点数；ｔ—递减期生产时间，ａ；Ｅ—

单位换算量．
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