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一种恰当微分方程的解法

杨　立
（桂林工学院 数理系，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：对一种恰当方程的求解问题进行了探讨，提出一种积分恰当方程的小窍门———积
分对比法．主要运用积分和等式求解的相关知识来综合考虑恰当方程的求解问题，此种解
法和其它解决此类问题的方法相比较，更简单、明了，使学生易于轻松接受新知识，达到

快速求解恰当方程的目的，推广了现有文献的结果．
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０　引　言

　　从现有文献来看，一般情况下，恰当方程
　　　　Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝０ （１）
的解法不外乎观察法、线积分法、分项组合法等．本
文以此为基础探讨一种更简便的方法 ——— 积分对

比法．
　　定义１［１］：如果方程（１）的左端恰好是某个二
元函数Ｕ（ｘ，ｙ）的全微分，即
　　Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ｄＵ（ｘ，ｙ），　或

　　Ｍ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｎ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝Ｕ
ｘ
ｄｘ＋Ｕ

ｙ
ｄｙ，

则称 （１）为恰当方程．
　　定义２：如果一个函数可以表示成２个带积分
的表达式，则可通过对比法互相确定出这２个表
达式的未知函数，从而确定出这个函数，把这种

求函数表达式的方法称为积分对比法．

１　积分对比法

　　给定恰当方程 （１），根据恰当方程的定义有
Ｕ
ｘ
＝Ｍ，

Ｕ
ｙ









 ＝Ｎ．

在这个方程组中为了求解Ｕ（ｘ，ｙ），先把Ｕ（ｘ，ｙ）用
积分形式表示出来

Ｕ（ｘ，ｙ）＝∫Ｍｄｘ＋φ（ｙ）， （２）

Ｕ（ｘ，ｙ）＝∫Ｎｄｙ＋φ（ｘ）， （３{ ）

（其中φ（ｘ）只与ｘ有关，φ（ｙ）只与ｙ有关）．
所以可以利用（２），（３）两式的右边相等，即

　　　　∫Ｍｄｘ＋φ（ｙ）＝∫Ｎｄｙ＋φ（ｘ）
来确定 φ（ｘ），φ（ｙ）．由等式的性质便可得 φ（ｘ），
φ（ｙ）的表达式，然后把 φ（ｘ）带入（３），或者把
φ（ｙ）带入（２），便可得Ｕ（ｘ，ｙ）的表达式，从而恰当
方程（１）的通解为Ｕ（ｘ，ｙ）＝Ｃ（Ｃ为任意常数）．

２　应用举例

　　例：求方程
（ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋３ｘ２＋６ｘｙ２）ｄｘ＋（ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）
＋６ｘ２ｙ＋４ｙ３＋ｅｘ＋ｙ）ｄｙ＝０的通解．
　　解：
　　方法１（一般方法）：
这里

　　Ｍ ＝ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋３ｘ２＋６ｘｙ２，
　　Ｎ＝ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋６ｘ２ｙ＋４ｙ３＋ｅｘ＋ｙ，
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　　Ｍ
ｙ
＝ｅｘ＋ｙ－ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋１２ｘｙ，

　　Ｎ
ｘ
＝－ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋１２ｘｙ＋ｅｘ＋ｙ．

因此原方程为恰当方程．
　　现在求Ｕ，使它同时满足如下２个方程：

　　Ｕ
ｘ
＝ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋３ｘ２＋６ｘｙ２， （４）

　　Ｕ
ｙ
＝ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋６ｘ２ｙ＋４ｙ３＋ｅｘ＋ｙ． （５）

微分（４）可得
Ｕ＝ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋φ（ｙ）．（６）
为了确定 φ（ｙ），将（６）式对 ｙ求导，并使它满足
（５），即得

　Ｕ
ｙ
＝ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋６ｘ２ｙ＋ｄφ（ｙ）ｄｙ

　　 ＝ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋６ｘ２ｙ＋４ｙ３＋ｅｘ＋ｙ．
积分可得　φ（ｙ）＝ｙ４．
所以把φ（ｙ）带入（６）式，有
　　Ｕ＝ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋ｙ４．
因此原方程的通解为

　　ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋ｙ４＝Ｃ（Ｃ为
任意常数）．
　　方法２（积分对比法）：
　　由方法１的判断知此方程为恰当方程，所以直
接求Ｕ．满足

Ｕ＝∫Ｍｄｘ＋φ（ｙ）＝∫（ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋３ｘ２＋６ｘｙ２）ｄｘ＋φ（ｙ），
Ｕ＝∫Ｎｄｙ＋φ（ｘ）＝∫（ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＋６ｘ２ｙ＋４ｙ３＋ｅｘ＋ｙ）ｄｙ＋φ（ｘ）{ ．

（７）

因方程的右端相等，整理得

　　ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋φ（ｙ）
　　 ＝ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋３ｘｙ＋ｙ４＋ｅｘ＋ｙ＋φ（ｘ），
因为φ（ｘ）只与ｘ有关，φ（ｙ）只与ｙ有关，所以
　　　　φ（ｘ）＝ｘ３，　φ（ｙ）＝ｙ４．
把φ（ｘ）带入（７）式，有
Ｕ＝ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋ｙ４．
故原方程的通解为

　　ｅｘ＋ｙ＋ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋ｘ３＋３ｘ２ｙ２＋ｙ４＝Ｃ（Ｃ为
任意常数）．

３　结　论

　　通过上面２种方法的对比，可以看出，方法１
主要应用了一次积分，一次求导，再一次积分的

方法；而方法２只需通过一次积分，一次等式对
比便可得到相应的结果，所以方法２在思维方式
上向前跳跃了很大一步，简捷、明了、直观．特
别对初学者来说，无疑是一种简便、可行的好方

法．
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