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关于图的（ｇ，ｆ）－因子分解的若干结果
李继猛１，李建湘２，杨喜陶２

（１邵阳学院 数学系，湖南 邵阳　４２２００４；２湖南科技大学 数学院，湖南 湘潭　４１１２０１）

摘　要：对目前关于图的因子分解研究中的３个问题进行了讨论，得到了以下结果：（１）设Ｚ＝
｛ｘ∈Ｖ（Ｇ）：ｄＧ（ｘ）－ｍｇ（ｘ）ｔ（ｘ），或ｍｆ（ｘ）－ｄＧ（ｘ）ｔ（ｘ）；ｔ（ｘ）＝ｆ（ｘ）!

ｇ（ｘ）＞
０｝．当Ｚ≠ !

时，ｇ和ｆ可以不全为偶数，能使（ｍｇ，ｍｆ）－图有（ｇ，ｆ）－因子分解．（２）Ｇ是具有
２ｎ个顶点的ｍ－正则图，ｍｎ．若（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ）是ｍ的一个划分，则Ｇ的边集Ｅ（Ｇ）能划分
成ｒ个部分Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒ，使Ｇ［Ｅｉ］是Ｇ的Ｐｉ－因子，其中Ｐｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ＝２，…，ｒ；Ｐ１≡
ｍ（ｍｏｄ２）．（３）Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｍ－正则图，ｍｎ．若Ｇ不含有Ｋ３，则Ｇ有１－因子分解．
关键词：图；因子；因子分解

中图分类号：Ｏ１５７５　　　　　　　　　　　　文献标识码：Ａ①

０　引　言

本文所考虑的均是有限无向简单图，分别用

Ｖ（Ｇ）和Ｅ（Ｇ）表示图Ｇ的顶点集和边集．设ｇ和ｆ是
定义在Ｖ（Ｇ）上的整值函数，且对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ）有
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）．图Ｇ的一个（ｇ，ｆ）－因子是Ｇ的一个
支撑子图Ｆ，使得对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ），有ｇ（ｘ）ｄＦ（ｘ）
ｆ（ｘ）．特别地，若Ｇ本身是一个（ｇ，ｆ）－因子，则称
Ｇ是一个（ｇ，ｆ）－图．若对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ），使得ｇ（ｘ）
＝ａ，ｆ（ｘ）＝ｂ，则Ｇ的（ｇ，ｆ）－因子被称为Ｇ的［ａ，
ｂ］－因子．特别是ａ＝ｂ＝ｒ，［ａ，ｂ］－因子称为ｒ－
因子．若图Ｇ的边集Ｅ（Ｇ）能划分为ｍ个边不相交的
（ｇ，ｆ）－因子 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｍ，则称 Ｆ ＝｛Ｆ１，Ｆ２，
…Ｆｍ｝是Ｇ的（ｇ，ｆ）－因子分解．ｄＧ（ｘ）表示点ｘ在
Ｇ中的次数，Ｇ［Ｓ］表示Ｇ的由Ｓ导出的子图，其中Ｓ
Ｖ（Ｇ），或ＳＥ（Ｇ），Ｇ［Ｖ（Ｇ）／Ｓ］简记为Ｇ－Ｓ．记

ｄＧ（Ｓ）＝∑
ｘ∈Ｓ
ｄＧ（ｘ），ｆ（Ｓ）＝∑

ｘ∈Ｓ
ｆ（ｘ），并令ｆ（

!

）＝

０．其他未定义的记号见文献［１］．
关于图的因子分解，一直是图论中较为困难

的问题，比如一个图什么时候有１－因子分解，至
今没有解决，只对某些图给出了充分必要条件．

文献 ［２］对图的因子分解问题进行了综述，同时

提供了在该领域里进一步研究的３个问题．

　　问题１　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，

若ｄｎ，Ｇ是否有１－因子分解？

　　问题２　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，

（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ）是ｄ的一个划分，如果ｄｎ，Ｅ（Ｇ）

是否能划分为ｒ个部分Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒ，使Ｇ［Ｅｉ］是Ｇ

的Ｐｉ－因子？

　　问题３　 若图 Ｇ不是二分图，ｇ和 ｆ不全为偶

数．问在什么情况下一个（ｍｇ，ｍｆ）－图有（ｇ，ｆ）－

因子分解？

本文肯定地回答了问题３，部分地解答了问题

１和２，现用定理表述如下．

　　定理１　设有ｍ为正整数，Ｇ是一个（ｍｇ，ｍｆ）

－图．令ｔ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ），若对ｘ∈Ｖ（Ｇ）：

（１）ｔ（ｘ）＞０，且 ｍｆ（ｘ）－ｄＧ（ｘ） ｔ（ｘ），有

ｆ（ｘ）为偶数；

（２）ｔ（ｘ）＞０，且 ｄＧ（ｘ）－ｍｇ（ｘ） ｔ（ｘ），有

ｇ（ｘ）为偶数；

（３）否则，ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）同为偶数．
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基金项目：湖南省教育厅科研基金资助项目 （０３Ｃ４９６）
作者简介：李继猛 （１９６４－），男，讲师，研究方向：图的因子与因子分解．



则Ｇ有（ｇ，ｆ）－因子分解．
　　定理２　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，
ｄｎ，（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ）是ｄ的一个分划，其中Ｐ１≡
ｄ（ｍｏｄ２），Ｐｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ＝２，３，…，ｒ，那么Ｇ
的边集 Ｅ（Ｇ）能划分成 ｒ个部分 Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｒ，使
Ｇ［Ｅｉ］是Ｇ的Ｐｉ－因子．
　　定理３　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，
ｄｎ，若Ｇ不含有Ｋ３，则Ｇ有１－因子分解．

由于问题１蕴含着问题２，因此定理３还有定理
２的表述形式，并且对ｄ的任一分划（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ）
均成立．

为了定理证明的需要，这里引入几个引理．
　　引理１［３］　设Ｇ是一个图，设ｇ和ｆ是定义在
Ｖ（Ｇ）上的两个非负整数值函数，使ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）对
每个顶点ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立，则图Ｇ有（ｇ，ｆ）－因子，当
且仅当对Ｖ（Ｇ）的所有不相交的子集Ｓ和Ｔ有δＧ（Ｓ，
Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）－ｈＧ（Ｓ，Ｔ）０．
其中ｈＧ（Ｓ，Ｔ）表示Ｇ－（Ｓ∪Ｔ）中满足下列条件的
分支数：分支Ｃ满足对每个 ｘ∈ Ｖ（Ｃ），有 ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）且ｅＧ（Ｔ，Ｖ（Ｃ））＋ｆ（Ｖ（Ｃ））≡１（ｍｏｄ２）．这
里ｅＧ（Ｔ，Ｖ（Ｃ））表示在Ｇ中连接Ｔ和Ｖ（Ｃ）的边数．
这种分支称为Ｇ－（Ｓ∪Ｔ）的奇分支．
　　引理２［４］　 若图 Ｇ有 ｐ个顶点，且 δ（Ｇ）
［ｐ／２］，则λ（Ｇ）＝δ（Ｇ），其中δ（Ｇ）表示图Ｇ中顶
点的最小次数，λ（Ｇ）表示图Ｇ的边连通度．
　　引理３［５］　图Ｇ有２－因子分解当且仅当Ｇ是
２ｄ－正则图．

１ 定理１的证明

设Ｇ是一个（ｍｇ，ｍｆ）－图，且满足定理的条
件．对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ），定义
ｐ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｇ（ｘ），ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ（ｘ）｝，
ｑ（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆ（ｘ），ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ（ｘ）｝．
容易证明，当ｍ１时，有

　　ｇ（ｘ） ｐ（ｘ） ｑ（ｘ）ｆ（ｘ）； （１１）
ｍｇ（ｘ）ｍｐ（ｘ）ｄＧ（ｘ）ｍｑ（ｘ）ｍｆ（ｘ）．

（１２）
先证明下面断言．

　　断言１　当ｍ２，对每个ｘ∈Ｖ（Ｇ），若ｐ（ｘ）
＝ｑ（ｘ），则ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）为偶数．
　　证　设ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）．若此时ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ），由
定条件（１１）可知，ｇ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｆ（ｘ）为

偶数，故以下假定ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）．
若ｐ（ｘ）＝ｇ（ｘ），则 ｑ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＜

ｆ（ｘ），由ｑ（ｘ）的定义知
ｑ（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ（ｘ），

即　ｄＧ（ｘ）－ｍｇ（ｘ）＝０ｔ（ｘ），
故ｑ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝ｇ（ｘ）为偶数．

若ｐ（ｘ）＞ｇ（ｘ），则有ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
若不然，有ｑ（ｘ）＜ｆ（ｘ），由ｐ（ｘ）和ｑ（ｘ）的定义知

ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ（ｘ）
及　ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ（ｘ）．
因ｍ２，由此推出ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ），与ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）矛
盾．因此必有ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．由ｐ（ｘ）的定义知

ｆ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｆ（ｘ），
即　ｍｆ（ｘ）－ｄＧ（ｘ）＝０ｔ（ｘ）．
故ｐ（ｘ）＝ｑ（ｘ）＝ｆ（ｘ）为偶数，证毕．

下面对ｍ用数学归纳证明Ｇ有（ｇ，ｆ）－因子分
解．当ｍ＝１时，定理显然成立．假定定理对较小的
ｍ成立，下面证明当ｍ≥２时定理也成立．

先证明Ｇ有一个（ｐ，ｑ）－因子．
任取Ｖ（Ｇ）的不相交子集Ｓ和Ｔ．由引理１，只需

证明δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｑ（Ｓ）＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－Ｐ（Ｔ）－ｈＧ（Ｓ，
Ｔ）０．当Ｓ∪Ｔ＝!

，由断言１可知ｈＧ（!，!）＝
０，从而δＧ（!，!）＝０．当Ｓ∪Ｔ≠!

时，设Ｃ１，Ｃ２，
…，Ｃｌ（ｌ＝ｈＧ（Ｓ，Ｔ））是Ｇ－（Ｓ∪Ｔ）的奇分支，对
每一个分支Ｃｉ，根据断言１以及式（１．２），有
ｑ（Ｖ（Ｃｉ））＋ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）≡ １（ｍｏｄ２）； （１３）
ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）＋ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ）＝ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ∪Ｔ）＝
ｄＧ（Ｖ（Ｃｉ））－ｄｃｉ（Ｖ（Ｃｉ））＝０（ｍｏｄ２）． （１４）

从 （１３） 和 （１４） 可 知 ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ） ≡
ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ）≡１（ｍｏｄ２），从而ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）１，
ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ）１．于是有

ｄＧ（Ｓ）ｈＧ（Ｓ，Ｔ）＋ｅＧ（Ｓ，Ｔ），
ｄＧ（Ｔ）ｈＧ（Ｓ，Ｔ）＋ｅＧ（Ｓ，Ｔ）．

从而

δ（Ｓ，Ｔ）＝ｑ（Ｓ）＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－ｐ（Ｔ）－ｈＧ（Ｓ，Ｔ）
＝ｑ（Ｓ）＋ｄＧ（Ｔ）－ｅＧ（Ｓ，Ｔ）－ｈＧ（Ｓ，Ｔ）－ｐ（Ｔ）

＝ｑ（Ｓ）－１ｍ（ｅＧ（Ｓ，Ｔ）＋ｈＧ（Ｓ，Ｔ））－

（１－１ｍ）（ｅＧ（Ｓ，Ｔ）＋ｈＧ（Ｓ，Ｔ））＋ｄＧ（Ｔ）－ｐ（Ｔ）

ｑ（Ｓ）－１ｍｄＧ（Ｓ）－（１－
１
ｍ）ｄＧ（Ｔ）＋ｄＧ（Ｔ）－ｐ（Ｔ）
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＝１ｍ（ｍｑ（Ｓ）－ｄＧ（Ｓ））＋
１
ｍ（ｄＧ（Ｔ）－ｍｐ（Ｔ））０．

由引理１可知Ｇ有一个（ｐ，ｑ）－因子Ｆ，令Ｇ′＝Ｇ
－Ｅ（Ｆ），易知Ｇ′是一个（（ｍ－１）ｇ，（ｍ－１）ｆ）－
图，显然（ｐ，ｑ）－因子是（ｇ，ｆ）－因子．

其次证明 Ｇ′仍满足定理的条件，任取 ｘ∈
Ｖ（Ｇ′）＝Ｖ（Ｇ），若是在 Ｇ中有 ｍｆ（ｘ）－ｄＧ（ｘ）
ｔ（ｘ），因有 ｄＧ′（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－ｄＦ（ｘ） ｄＧ（ｘ）－
ｆ（ｘ），从而有（ｍ －１）ｆ（ｘ）－ｄＧ′（ｘ） ｍｆ（ｘ）－
ｄＧ（ｘ）ｔ（ｘ）．若在Ｇ中ｄＧ（ｘ）－ｍｇ（ｘ）ｔ（ｘ），
因ｄＧ′（ｘ）＝ｄＧ（ｘ）－ｄＦ（ｘ）ｄＧ（ｘ）－ｇ（ｘ），从而
有 ｄＧ（ｘ）－（ｍ－１）ｇ（ｘ） ｄＧ（ｘ）－ｍｇ（ｘ）
ｔ（ｘ）．对于其他顶点ｘ，因在Ｇ中ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）同为
偶数，故Ｇ′仍符合定理的条件．

由归纳假设Ｇ′有（ｇ，ｆ）－因子分解，从而Ｇ有
（ｇ，ｆ）－因子分解．

２ 定理２的证明

先证明下面的引理．
　　引理４　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，
若ｄｎ，则Ｇ必有ｒ－因子，１ｒｄ．
　　证　因Ｇ本身是ｄ－因子，故以下假设１ｒ＜
ｄ．任取Ｖ（Ｇ）的不相交子集Ｓ和Ｔ．由引理１，只需证
明δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｒ｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－ｒ｜Ｔ｜－ｈＧ（Ｓ，Ｔ）
０，当Ｓ∪Ｔ＝!

时，若ｒ为偶数，则ｈＧ（!，!）＝
０，从而δＧ（!，!）＝０．若ｒ为奇数，因ｄｎ，故Ｇ
是一连通图，从而有 ｒ｜Ｖ（Ｇ）｜＝２ｎ为偶数，仍有
ｈＧ（!，!）＝０，从而也有δＧ（!，!）＝０．设Ｓ∪
Ｔ≠!

．设Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ（ｍ＝ｈＧ（Ｓ，Ｔ））是Ｇ－（Ｓ
∪Ｔ）的奇分支，则有如下的断言．
　　断言２　对每个奇分支Ｃｉ，均有ｒｅＧ（Ｓ，Ｖ（Ｃｉ））
＋（ｄ－ｒ）ｅＧ（Ｔ，Ｖ（Ｃｉ））ｄ．
　　证　因Ｇ连通，且由引理２可知ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ）
＋ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）ｄ，从而
ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｓ）＋（ｄ－ｒ）ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），
Ｓ）＋ｅＧ（Ｖ（Ｃｉ），Ｔ）ｄ．

由断言２，有
δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｒ｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－ｒ｜Ｔ｜－ｈＧ（Ｓ，Ｔ）

＝ｒ｜Ｓ｜＋ｄ（１－ｒｄ）｜Ｔ｜－ｅＧ（Ｓ，Ｔ）－ｍ

＝∑
ｓ∈Ｓ
ｄＧ（ｓ）

ｒ
ｄ＋∑ｔ∈ＴｄＧ（ｔ）（１－

ｒ
ｄ）－∑ｓ∈Ｓ∑ｔ∈ＴｅＧ（ｓ，ｔ）－ｍ

∑
ｓ
∑
ｔ
ｅＧ（ｓ，ｔ）

ｒ
ｄ＋∑ｓ∑ｔ ｅＧ（ｓ，ｔ）（１－

ｒ
ｄ）－

∑
ｓ
∑
ｔ
ｅＧ（ｓ，ｔ） ＋ ∑

ｍ

ｉ＝１
（∑

ｓ
ｅＧ（ｓ，Ｖ（Ｃｉ））

ｒ
ｄ ＋

∑
ｔ
ｅＧ（ｔ，Ｖ（Ｃｉ））（１－

ｒ
ｄ）－１）

 ∑
ｓ
∑
ｔ
ｅＧ（ｓ，ｔ）（

ｒ
ｄ ＋ （１ － ｒ

ｄ） － １） ＋

∑
ｍ

ｉ＝１
［
１
ｄ（ｒｅＧ（Ｓ，Ｖ（Ｃｉ））＋（ｄ－ｒ）ｅＧ（Ｔ，Ｖ（Ｃｉ）））－

１］０．
证毕．

从引理４和引理３可很容易得到定理２．由引理
４，可知定理２的图Ｇ有Ｐ１－因子Ｆ１，而Ｇ－Ｅ（Ｆ１）
是（ｄ－Ｐ１）－正则图．又ｄ－Ｐ１为偶数，由引理３
可知Ｇ－Ｅ（Ｆ１）具有２－因子分解，定理２成立．

３ 定理３的证明

先给出下面的引理．
　　引理５　设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－正则图，
若ｄ＝ｎ，且Ｇ不含Ｋ３，则Ｇ有１－因子分解．
　　证　对ｎ用数学归纳法．当ｎ＝１，２时，定理显
然成立．假设定理对较小的ｎ也成立．下面证明对ｎ
３定理也成立．

任取ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），记Ｇ′＝Ｇ－｛ｕ，ｖ｝．因在Ｇ中，
ｕ要与Ｇ′中的ｎ－１个点ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１相邻，而ｖ要
与Ｇ′中的ｎ－１个点ｙ１，ｙ２，…ｙｎ－１相邻，又Ｇ不含
Ｋ３，故ｘｉ≠ｙｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－１．从而Ｇ′是一个
具有２（ｎ－１）个顶点的（ｄ－１）－正则图．由归纳
假设，Ｇ′有 １－因子分解．记 Ｆ′＝｛Ｆ′１，Ｆ′２，…，
Ｆ′ｎ－１｝为Ｇ′的１－因子分解．对每个ｉ，Ｆ′ｉ是Ｇ′的
１－因子，又Ｇ不含Ｋ３，故ｕ必与Ｅ（Ｆ′ｉ）中的每条边
相关联．同理，ｖ必与Ｅ（Ｆ′ｉ）中的每条边相关联．因
此对每边ｘｉｙｊ∈Ｅ（Ｆ′ｉ），均有ｕｘｉ，ｕｙｊ∈Ｅ（Ｇ），１
ｉｎ－１．令

Ｆｎ ＝｛ｕｖ，ｘ１ｙｊ１，ｘ２ｙｊ２，…，ｘｎ－１ｙｊｎ－１｝，
由刚才的讨论易知，Ｆｎ是Ｇ的一个１－因子．再令
Ｆｉ＝（Ｆ′ｉ｛ｘｉｙｊｉ｝）∪｛ｕｘｉ，ｕｙｊｉ｝，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，
显然Ｆｉ也是Ｇ的一个１－因子，并且Ｆ＝｛Ｆ１，Ｆ２，
…，Ｆｎ｝恰是Ｇ的一个１－因子分解．

由归纳法原理，引理５成立．证毕．
现在证明定理３．设Ｇ是具有２ｎ个顶点的ｄ－

正则图，ｄｎ，且Ｇ不含Ｋ３．对ｄ用数学归纳法．当
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ｄ＝ｎ时，由引理５定理成立．假设定理对ｌ－正则
图均成立，ｄ＞ｌｎ．现在考虑图Ｇ．由引理４知，Ｇ
必有１－因子Ｆ，而Ｇ－Ｅ（Ｆ）是（ｄ－１）－正则图，
ｄ
!

１ｎ，且Ｇ－Ｅ（Ｆ）不含Ｋ３，由归纳假设Ｇ－
Ｅ（Ｆ）有１－因子分解，从而Ｇ有１－因子分解．
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