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基于卡尔曼滤波的 ＧＭ（１，１）－ＡＲ预测模型
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摘　要：针对变形监测数据的随机不确定性规律，将卡尔曼滤波引入以消除随机扰动误差，利用ＧＭ（１，１）

模型能直接处理非平稳时间序列且拟合时间序列中的趋势项功能强大这一优势，将灰色理论与时间序列分

析法相结合形成非线性组合模型，对变形监测数据进行分析预测，并将该预测模型用于建筑物变形工程实

例进行分析。对模型检验表明：基于卡尔曼滤波的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的预测结果与其他预测模型相比，

平均残差和残差的方差均有所减小，且具备较高的精度，对了解建筑物变形的发展趋势以及研究建筑物变

形情况及稳定性具有一定的参考价值。
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近年来，根据实测数据提取相关信息并建立

合理的监测模型、评价建筑物安全状况是监控建

筑物沉降变形与评估其安全性的有效方法。然而，

国内外对建筑物安全监测的模型有很多，其中被

广泛应用且比较典型的是采用统计模型、确定性

模型和混合模型来进行安全性分析和预测。当观

测数据序列属于大样本数据且平稳特点比较明显

时，采用不同种类的单一数学建模方法一般均可

取得相对一致的预测效果
［１］。但对于短数据序列，

由于信息量欠缺，规律性不明显，使得某些方法

（如统计预测法）失去了预测的准确性。

而在实际工作中，由于受到环境和温度等不

同程度的复杂因素影响，外业采集到的变形监测

数据随机扰动误差很大，基本上属于非平稳时间

序列且信息不足、小样本的情况，因此很难对建

筑物的实际工作形态进行准确的预测。卡尔曼滤

波可以较好地剔除建模数据中的随机扰动误差，

使原始监测数据曲线变得平滑，增强了规律性和

拟合效果；灰色模型为解决贫信息、小样本的问

题提供了新的解决方案；时间序列分析模型具有

很好的动态外延特性，能挖掘出数据系统反应的

细节信息，保持较高的短期预测精度。本文将以

上３种模型组合起来，得到基于卡尔曼滤波的ＧＭ
（１，１）－ＡＲ预测模型，用该模型对某一边坡的变
形预测结果，与ＧＭ（１，１）模型、灰时序模型的预
测结果进行对比分析，验证了该算法模型的可行

性。

１　基于卡尔曼滤波 ＧＭ（１，１）－ＡＲ
预测模型

１１　灰色系统理论
灰色系统理论旨在研究数据量少、贫信息等的
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不确定性问题，它通过一定的系统行为特征数据

作相应的生成变换，进而找到数据间潜在的变化

规律和大致发展情况，建立了灰色模型
［２］。ＧＭ

（１，１）模型的建模过程如下：
设ｘ（０）为非负的等间隔离散序列
ｘ（０） ＝（ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ））， （１）

其中，ｎ为序列长度。
ｘ（１） ＝（ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ））， （２）

记ｘ（１） ＝ＡＧＯｘ（０）为ｘ（０）的一次累加序列

　　ｄｘ
（１）（ｋ）
ｄｔ ＋ａｘ（１）（ｋ）＝ｂ。 （３）

式（３）是ＧＭ（１，１）模型的影子方程，也叫做白化方
程。白化方程的解为

ｘ（１）（ｔ）＝ ｘ（１）（１）－ｂ( )ａｅ－ａｔ＋
ｂ
ａ。 （４）

从式（４）中可求出待定常数ａ、ｂ的值，ａ是发展系
数，系统整体发展局势的大小靠 ａ来控制；ｂ是灰
色作用量，它的大小是数据变化关系的直接反映。

根据白化方程，可得出 ＧＭ（１，１）模型的时间响应
序列：

ｘ^（１）（ｋ＋１）＝ ｘ（０）（１）－ｂ( )ａｅ－ａｋ＋
ｂ
ａ，

　　　　ｋ＝１，２，…，ｎ； （５）
最后，通过累减生成可还原数据，得到 ＧＭ（１，１）预
测模型：

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝（１－ｅａ）ｘ（０）（１）－ｂ( )ａｅ－ａｋ，
　　　　ｋ＝１，２…，ｎ； （６）
最终得到ＧＭ（１，１）表达式为

ｘ^（０）（ｋ）＝ １－０５ａ
１＋０５( )ａ

ｋ－２ｂ－ａｘ（０）（１）
１＋０５ａ 。 （７）

１２　时间序列分析模型
时序分析是建立在输出等价的基础上的、对

不同时间（或空间）上的实测数据进行相关分析的

一种动态数据处理方法，实测数据具有平稳性是

能够进行时间序列分析的先决条件
［３］。

设ｘｔ时间序列是平稳、正态、零均值的，那么可
以将它描述为

ｘｔ＝φ１ｘｔ－１＋φ２ｘｔ－２＋… ＋φｐｘｔ－ｐ＋ａｔ， （８）
此方程叫做ｘｔ的ｐ阶自回归模型方程。φ１，φ２，φ３，
…，φｎ是自回归参数；ｐ表示模型属于几阶，为正
整数；｛ａｔ｝属于白噪声序列且和前一时刻序列ｘｔ（ｋ
＜ｔ）不相关，当

　　　Ω＝Ｅ｛（ｘｔ－ｘ^ｔ）
２｝＝ｍｉｎ， （９）

且ｋ＞ｐ时，有φｋ ＝０，或者φｋ服从渐近正态分布
Ｎ（０，１／ｎ），符合这一条件就称偏自相关函数已经ｐ
步截尾，即该序列就为 ＡＲ（ｐ）模型。其中，Ｎ为序
列数据总个数；σ２为各阶数对应的残差方差；
ＡＩＣ（ｐ）是模型阶次ｐ（一般小于５）的函数，ＡＩＣ（ｐ）
绝对值最小时ｐ为最适合模型阶次。

　　ＡＩＣ（ｐ）＝Ｎｌｎσ２＋２ｐ。 （１０）
１３　卡尔曼滤波

卡尔曼滤波法是现代控制理论中用来剔除随

机干扰误差的重要方法，有连续性系统和离散线

性系统两种。在沉降变形监控中，所监测对象的

状态通常是以离散的数据序列来表示，因此本文

仅介绍离散线性系统的Ｋａｌｍａｎ滤波［４］。

离散线性系统的 Ｋａｌｍａｎ滤波的数学模型包括
状态方程和观测方程，分别为

　　Ｘｋ＝Ｆｋ／ｋ－１Ｘｋ－１＋Ｇｋ－１Ｗｋ－１； （１１）
　　Ｌｋ＝ＨｋＸｋ＋Ｖｋ。 （１２）

式中：Ｘｋ为系统ｋ时刻的ｎ×１阶状态向量；Ｆｋ／ｋ－１
为作用在前一状态的 ｎ×ｎ阶状态转移矩阵；Ｇｋ－１
为系统ｋ－１时刻的ｎ×ｒ阶动态噪声矩阵；Ｗｋ－１为
系统ｋ－１时刻的ｒ×１阶动态噪声，其协方差矩阵
为Ｑｋ（非负定方差矩阵）；Ｌｋ为系统ｋ时刻的ｍ×１
阶观测向量；Ｈｋ为系统ｋ时刻的ｍ×ｎ阶观测矩阵；
Ｖｋ为系统ｋ时刻的ｍ×１阶观测噪声矩阵，其协方
差为Ｒｋ（正定方差矩阵）。

根据最小二乘原理，可得到随机离散线性系

统的Ｋａｌｍａｎ滤波递推公式如下：
状态向量一步预测值

Ｘ^ｋ／ｋ－１ ＝Ｆｋ／ｋ－１Ｘ^ｋ－１； （１３）
一步预测方差矩阵

Ｐｋ／ｋ－１ ＝Ｆｋ／ｋ－１Ｐｋ－１Ｆ
Ｔ
ｋ／ｋ－１＋Ｇｋ－１Ｑｋ－１Ｇ

Ｔ
ｋ－１；（１４）

状态向量估计值

Ｘ^ｋ＝Ｘ^ｋ／ｋ－１＋Ｊｋ（Ｌｋ－ＨｋＸ^ｋ／ｋ－１）； （１５）
状态向量估值的方差阵

Ｐｋ＝（Ｉ－ＪｋＫｋ）Ｐｋ／ｋ－１， （１６）
其中，Ｊ是滤波增益矩阵，表示为

Ｊ＝Ｐｋ／ｋ－１Ｈ
Ｔ
ｋ（ＨｋＰｋ／ｋ－１Ｈ

Ｔ
ｋ＋Ｒｋ）

－１。 （１７）
在确定Ｋａｌｍａｎ滤波初始值后，可启动卡尔曼

滤波递推算法，依据ｋ时刻的观测值Ｌｋ递推计算出

对应时刻的状态估计值 Ｘ^ｋ，（ｋ＝１，２，３，…），从而
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实现滤波与预测，剔除随机噪声的干扰
［５－７］。

２　模型的精度检验

本文采用后验差检验法评判模型精度
［８］。设原

始监测数据方差为Ｓ２１，残差数据方差为Ｓ
２
２，ｘ为原始

数据的平均值，ε为平均残差，则后验差比值Ｃ为

　　Ｃ＝ Ｓ槡
２
２／ Ｓ槡

２
１； （１８）

　　Ｓ２１ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
（ｘ０（ｋ）－ｘ）２； （１９）

　　Ｓ２２ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
（ε（ｋ）－ε）２； （２０）

其中：ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘ（０）（ｋ）；ε（ｋ）＝ｘ（０）（ｋ）－^ｘ（０）（ｋ）；

ε＝１ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ε（ｋ）。

小误差概率Ｐ为
Ｐ＝Ｐ｛｜ε（ｋ）－ε｜＜０６７４５Ｓ１｝。 （２１）
本文采用的Ｃ和 Ｐ两个指标是后验差检验法

中综合评价预测模型精度的唯一标准，具体精度

等级如表１所示。若 Ｃ和 Ｐ值在等级合格要求以
上，即可进行预测，否则需要残差修正，直到满

足精度需求为止
［９－１０］。

表１　后验差检验法精度等级
Ｔａｂｌｅ１　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｇｒａｄｅｏｆｐｏｓｔｅｒｉｏｒｄｅｖｉａｔｉｏｎｔｅｓｔ

模型精度等级 Ｃ Ｐ

一级（好） ＜０３５ ＞０９５

二级（合格） ０３５≤Ｃ＜０５０ ０８０＜Ｃ≤０９５

三级（勉强合格） ０５０≤Ｃ＜０６５ ０７０＜Ｃ≤０８０

四级（不合格） ≥０６５ ≤０７０

３　算例分析
以文献［８］中某边坡上的其中一个监测点Ｐ４的

竖向原始监测数据（观测间隔为１ｄ）为例（表２）。
利用卡尔曼滤波方法对原始监测数据进行处理，估

计出测量数据的真实值。其次，根据卡尔曼滤波校

正值来建立非线性ＧＭ（１，１）－ＡＲ组合模型。
３１　卡尔曼滤波去噪

若设系统噪声和观测噪声均为平稳、随机的

时间序列，根据经验值可取初始参数值 Ｑｋ、Ｒｋ均
为１。本文考虑观测点位置和其变化速率作为状态
参数，初始状态向量及协方差阵由前两期数据的平

差值确定

　　　　Ｘ０ ＝［６３００３３　０４７００］
Ｔ，

表２　卡尔曼滤波值与原始监测数据对比
　 　Ｔａｂｌｅ２　Ｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒｉｎｇｖａｌｕｅａｎｄｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇｄａｔａ ｍｍ
监测期数 原始数据 卡尔曼滤波值 滤波残差

１ ６２６９ ６２７４ －００５
２ ６３１６ ６３０８ ００８
３ ６２８３ ６２９５ －０１２
４ ６２３９ ６２５３ －０１４
５ ６２２１ ６２２２ －００１
６ ６２１５ ６２０９ ００６
７ ６１８６ ６１８７ －００１
８ ６１２８ ６１３８ －０１０
９ ６０９１ ６０９３ －００２
１０ ６０３４ ６０３８ －００４
１１ ５９６９ ５９７３ －００４
１２ ５９０９ ５９１０ －００１
１３ ５８７６ ５８６９ ００７
１４ ５８５４ ５８４６ ００８
１５ ５８３ ５８２６ ００４

平均残差 ００１４１

　　　　　Ｐ０ ＝
０４２７１ ０３８２０[ ]０３８２０ １２３６１

。

根据以上初始值及卡尔曼滤波的推导公式，

通过卡尔曼滤波程序对该组数据进行滤波处理，

对比分析滤波前后的变化，结果见图１和图２。原
始数据与滤波后的数据信噪比分别为３１３８５１和
５８７６１４，滤波后的信噪比比滤波前有了较大的提

图１　Ｋａｌｍａｎ滤波前后对比
Ｆｉｇ１　ＭｏｎｉｔｏｒｉｎｇｄａｔａａｎｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒｉｎｇｖａｌｕｅ

图２　残差曲线
Ｆｉｇ２　Ｒｅｓｉｄｕａｌｃｕｒｖｅ
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高，噪声过滤得越干净，收敛效果越好。原始沉

降曲线在滤波后变得平滑（图１），残差曲线处于
收敛趋势，表明原始数据中随机噪声的影响在减

弱，原始数据的显示更加逼近真实值（图２）。
３２　基于卡尔曼滤波的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的建立

ＧＭ（１，１）－ＡＲ组合模型的建模方法通常有两
种
［９－１４］：一种是线性组合法即直接剔除法，另一

种是非线性组合法也叫趋势项提取法。本文采用

的是趋势项提取法。该方法在非平稳序列中，通

过ＧＭ（１，１）模型对监测物的位移进行非线性拟合
以提取确定性部分即趋势项，将趋势项用明确的

函数表示，继而得到随机项，然后对剩下的随机

项 （残差序列）进行标准化处理来满足 ＡＲ模型
建模时对时序的平稳、零均值和正态要求，从而

建立ＡＲ模型。最后，将 ＧＭ（１，１）确定性函数关
系式与 ＡＲ模型处理结果进行叠加，即可得到非
平稳的非线性组合模型，根据模型预测结果以分

析该沉降监测点的变形情况。

本文将卡尔曼滤波校正后的前１５期数据作为
ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的初始值，经检验发现，灰色残
差属于非平稳序列，不能满足ＡＲ（ｐ）对于平稳性与
正态性的要求，故对残差序列进行零化处理和标准

化处理，继而根据上述提到的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型

的非线性组合算法建立基于卡尔曼滤波的 ＧＭ（１，
１）－ＡＲ模型，最后对该模型的可行性和有效性进
行检验。以后５期的数据序列进行预测，同时将其
预测结果与非线性ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型、传统的灰
色ＧＭ（１，１）模型结果进行对比分析。运用后验差
检验法来判定新算法模型与其他两个模型的精度。

３３　结果分析
由表３和表４可知，ＧＭ（１，１）模型预测的平均

残差值为０５８３７，ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型和基于卡
尔曼滤波的 ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的分别为０４５４２
和０３７２１，这３个模型的预测精度均为一级，不同
的是，ＧＭ（１，１）模型的后验方差比值 Ｃ＝０１４９８，
而ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型与基于卡尔曼滤波的 ＧＭ
（１，１）－ＡＲ模型的后验方差比值均处于０１左右，
说明当加入了时序分析模型，单一模型变成组合模

型后比单一模型更具动态外延性，已经能更精确地

根据数据序列的有效信息延伸出预测信息；比较残

差的绝对值和残差的方差可以发现，基于卡尔曼滤

波的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的误差均最小，其预测值
也更接近实测值。总体看来，该组合模型更加综合

体现出了模型融合的互补优势及卡尔曼滤波其较

好的剔除不确定性误差干扰的特点，使模型能保

持较高的短期预测精度。

表３　３种模型的拟合值、预测值、残差对比
　　　　　　　　　　　　　　　Ｔａｂｌｅ３　Ｆｉｔｔｅｄ，ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅａｎｄｒｅｓｉｄｕａｌｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓ ｍｍ

期数
原始

数据

ＧＭ（１，１）模型
拟合／预测值 残差

ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型
拟合／预测值 残差

基于卡尔曼滤波的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型
拟合／预测值 残差

１ ６２６９ ６２６９ ０００ ６２６９ ０００ ６２６９ ０００
２ ６３１６ ６３４５ －０２９ ６３１６ ０００ ６３１６ ０００
３ ６２８３ ６３０４ －０２１ ６２６４ ０１９ ６２５３ ０３０
４ ６２３９ ６２６２ －０２３ ６２４５ －００６ ６２４８ －００９
５ ６２２１ ６２２１ ０００ ６１９７ ０２４ ６１９６ ０２５
６ ６２１５ ６１８１ ０３４ ６１８９ ０２６ ６１９７ ０１８
７ ６１８６ ６１４０ ０４６ ６１８７ －００１ ６２００ －０１４
８ ６１２８ ６１００ ０２８ ６１５０ －０２２ ６１５４ －０２６
９ ６０９１ ６０６０ ０３１ ６０８２ ００９ ６０７５ ０１６
１０ ６０３４ ６０２０ ０１４ ６０５３ －０１９ ６０５３ －０１９
１１ ５９６９ ５９８１ －０１２ ５９８９ －０２０ ５９８２ －０１３
１２ ５９０９ ５９４２ －０３３ ５９２１ －０１２ ５９１１ －００２
１３ ５８７６ ５９０３ －０２７ ５８６３ ０１３ ５８５５ ０２１
１４ ５８５４ ５８６４ －０１０ ５８４０ ０１４ ５８４２ ０１２
１５ ５８３ ５８２６ ００４ ５８２２ ００８ ５８２８ ００２
１６ ５８１８ ５７８８ ０３０ ５７９８ ０２０ ５７９９ ０１９
１７ ５７９６ ５７５０ ０４６ ５７６２ ０３４ ５７６８ ０２８
１８ ５７８５ ５７１２ ０７３ ５７２６ ０５９ ５７３５ ０５０
１９ ５７４９ ５６７５ ０７４ ５６８９ ０６０ ５７０１ ０４８
２０ ５７０７ ５６３８ ０６９ ５６５３ ０５４ ５６６６ ０４１
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表４　３种模型的精度对比
　　　　Ｔａｂｌｅ４　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓ ｍｍ

模型
后验差

比值Ｃ
小误差

概率／％
平均

残差

残差的

方差

ＧＭ（１，１）模型 ０１４９８ １００ ０５８３７ ００３０３
ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型 ００９２６ １００ ０４５４２ ００２４３

基于卡尔曼滤波的

ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型
０１００１ １００ ０３７２１ ００１３８

４　结　论
本文将卡尔曼滤波模型和时间序列分析模型

引入，剔除了不必要的噪声干扰，有效缓和了沉降

曲线中波动较大的转折点，缩小了ＧＭ（１，１）模型的
局限性来拟合数据序列中的波动项，利用３种模型
各自的优势组合成一种新算法模型。灰色模型适

用于小样本数据，ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型适用于中长
样本数据，但都无法处理变形监测数据中含随机噪

声扰动的因素，根据实例分析看出，基于卡尔曼滤

波的ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型在一定程度上修正了 ＧＭ
（１，１）模型及其传统 ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型的偏差，
对于短中期、含噪较大的建筑物变形监测数据的预

测具备一定的参考价值。但是仍有一些不足：

（１）基于卡尔曼滤波的 ＧＭ（１，１）－ＡＲ模型
一开始并没有对数据进行预处理，虽然对短期预

测不会有太大影响，但长期预测效果如果没有及

时更新数据就会引起误差的滞怠，这时候如果引

入动态模型可能会得到更加优化的效果。

（２）该模型虽然剔除了部分噪声的影响，但
去噪效果的优劣主要取决于滤波初始值的准确选

择，对于卡尔曼滤波用于长期预测是否会引起一

定发散的问题，有待今后进一步探究。
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