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离散卡尔曼滤波用于 GPS动态变形数据处理
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摘　要:研究了一种卡尔曼滤波算法 , 通过算例对我国 1998年洪水期某大坝的实测GPS 动

态变形数据 , 采用自编软件 (用 C语言)进行处理 , 其成果图形象直观地显示出滤波值数

据曲线与原始数据曲线的变化趋势基本一致 , 同时验前与验后的单位权方差 σ
∧
2
0 很相近 , 并

且滤波值中误差 σ
∧

滤也比观测值中误差 σ
∧

测小得多.该离散卡尔曼滤波数学模型较好地模拟

了目标系统的物理变化规律 , 其程序运算结果对于改善 GPS 动态变形的数据精度的效果比

较理想.
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0　引　言

　　目前 , 在变形监测中 , 由于GPS 、测地机器人等新技术不断引用 , 积累资料多 , 数据量大 , 如何

及时地有效地从大量的变形监测信息中进行数据挖掘 , 即抽取 、 转换 、 分析和进行建模处理 , 从中提

取关键性的数据 , 对变形进行分析与解释 , 尤其是对建筑物的变形进行预测 , 使人们能及时地针对变

形建筑物变形状态进行有效处理 , 对滑坡等灾害及时做好有关方面的防范和预防措施 , 从而极大地减

少因建筑物变形或滑坡等地质灾害造成的损失.所以对变形监测信息进行数据挖掘 , 特别是对大型建

筑物的变形进行分析与预测十分重要.

　　卡尔曼滤波 (Kalman , 1960)是当前应用最广的一种动态数据处理方法 , 它具有最小无偏方差

性
[ 1 , 2]

.把变形体视为一个动态系统 , 将一组观测值作为系统的输出 , 可以用卡尔曼滤波模型来描述

系统的状态.动态系统由状态方程和观测方程描述 , 以监测点的位置 、速率和加速率参数为状态向量 ,

可构造一个典型的运动模型.状态方程中要加进系统的动态噪声.其滤波方程是一组递推计算公式 ,

计算过程是一个不断预测 、修正的过程 , 在求解时 , 优点是不需保留用过的观测值序列 , 并且当得到

新的观测数据时 , 可随时计算新的滤波值 , 便于实时处理观测成果 , 把参数估计和预报有机地结合起

来.卡尔曼滤波特别适合变形监测数据的动态处理.

　　而在 GPS 用于动态变形观测中 , 是仅在确定的瞬间来研究系统的性能 , 而在此瞬间所得的观测值

本身是带有随机噪声的.如果能在这个系统中分别找出表示它们的状态参数与其观测值之间的函数关

系 , 那么就可以利用卡尔曼滤波来减弱随机噪声的干扰 , 达到提高 GPS 变形观测数据精度的目的.为

此 , 本文将对卡尔曼滤波用于某大坝 GPS 动态形变数据处理作一些探讨.
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1　离散线性系统的卡尔曼滤波

1.1　离散线性系统卡尔曼滤波的数学描述

　　当不考虑系统具有确定性输入时 , 可设系统状态方程和量测方程分别为[ 2]

Xk =Fk/k-1 Xk-1 +Γk-1Wk-1 　　　(k =1 ,2 …), (1)

Y k = HkXk +Ek 　　　　　　(k =1 ,2 …), (2)

式中 Xk 为 k 时刻的n 维状态矢量 , 也是被估计矢量;Yk 为k 时刻上m 维量测矢量;Fk/ k-1为 k-1到

k 时刻的系统一步转移矩阵 (n ×n 阶);Wk -1为 k-1时刻的系统噪声 (r 维);Γk -1为系统噪声矩阵

(n ×r 阶), 它表征由 k -1到 k 时刻的各个系统噪声分别影响 k 时刻各个状态的程度;Hk 为k 时刻的

量测矩阵 (m ×n 阶);Ek 为 k 时刻的 m 维量测噪声.卡尔曼滤波要求 Wk 和Ek 是互不相关的零均值

的白噪声序列 , 有

E (Wk)=0 , E(Ek)=0 , (3)

Cov (Wk , W j)=Qkδkj , 　Cov (Ek , Ej)= Rkδkj , Cov (Wk , Ej)=0 , (4)

式中 Cov (A , B)为 A 关于B 的协方差阵 , Qk 和Rk 分别称为系统噪声和量测噪声的方差矩阵 , 在卡

尔曼滤波中它们分别是已知值的非负定阵和正定阵;δkj是 Kronecker δ函数 , 即

δkj =
0　(k ≠ j),

1　(k = j).
(5)

　　初始状态的一 、 二阶统计特性为

E (X0)= mX
0
, Var (X0)= CX

0
, (6)

式中 Var (X0)为对 X0 求方差的符号.卡尔曼滤波要求 mX
0
和 CX

0
为已知量 , 且要求 X0与 Wk 以及

Ek都不相关.

　　为便于叙述 , 现将离散卡尔曼滤波的其它方程总结如下

　　状态预测　　　Xk/ k -1 =Fk/ k-1 Xk-1 ; (7)

　　方差预测　　　Dk/ k -1 =Fk/ k -1Dk -1F
T
k/ k -1 +Γk/k -1Qk-1 Γ

T
k/ k-1 ; (8)

　　状态估计　　　Xk = Xk/k -1 +K k (Y k -HkXk/ k-1); (9)

　　方差迭代　　　Dk =(I-K kHk)Dk/k -1 ; (10)

　　滤波增益　　　K k =Dk/ k -1H
T
k (HkDk/k -1H

T
k +R k)

-1 ; (11)

　　初始值　　　　X0 =E (X0), D0 =Var (X0). (12)

　　(7)和 (8)式是利用 Xk -1求 Xk 的预报值 Xk/ k-1及其方差公式 , 也就是利用 Y1 , Y 2 , … ,

Yk -1求 Xk 的预测值的公式 , 称此式为一步预测公式;而称 Xk/ k-1为一步预测值.(9)式中的 (Yk -

HkXk/ k -1)称为预报残差 , (9)式的物理意义是:滤波值等于预报值加一修正项 , 该修正项由预报残

差乘增益矩阵构成.因此 , 通常称 K k为滤波增益矩阵.

1.2　卡尔曼滤波的性质和特点

　　从 1.1可以看到 , 卡尔曼滤波方程是一组递推计算公式 , 其计算过程是一个不断地预测 、 修正的

过程.在求解时不需要贮存大量的观测数据 , 并且当得到新的观测数据时 , 可随时算得新的滤波值 ,

便于实时处理观测成果.卡尔曼滤波还具有以下特点:

　　①卡尔曼滤波递推公式是根据广义最小二乘原理得到的 , 按广义最小二乘原理得到的结果具有无

偏性和方差最小性.因此 , 对于高斯 —马尔柯夫序列模型来说 , 卡尔曼滤波值 X
∧

(k/k)是由观测值

Y 1 , Y 2 , … , Y k得到Xk 的最小方差无偏估计 , 其误差方差阵 DX (k/ k)就是所有估计中的最小方

差阵.对于一个马尔柯夫序列模型来说 , X
∧

(k/k)则是 Xk 的线性最小方差无偏估计
[ 2]

.

　　②对于具有一致完全能观性和一致完全能控性的线性系统 , 滤波递推充分多的步数后 , 滤波误差
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方差阵 Dk/ k将不依赖于D0 , 滤波值也渐渐地不依赖于初始值的选取
[ 3] .

　　③从卡尔曼滤波方程可以看出 , 增益矩阵 K k 与观测值无关 , 因此 , 可以预先算出 , 从而减少实

时处理的计算工作量.

　　④从 (11)式可知:当 R k增大时 , 增益矩阵 K k变小 , 这是因为观测噪声增大 , 则滤波的增益就

应取小一些 , 以减弱观测噪声对滤波值的影响.

　　⑤在应用卡尔曼滤波中 , 除了尽可能精确地描述动态方程和观测方程外 , 还要选取适当的 Qk 和

Rk , 这个可以通过试算获得 , 也可以自适应估计之.

　　⑥预报残差 (Y k -HkXk/ k -1)是一个零均值的高斯—马尔柯夫序列[ 2] .

　　⑦卡尔曼滤波是将全部待估参数都作为正态随机量 , 按照广义最小二乘原理来求定参数的最佳估

计值.当已知参数的先验统计性质时 , 由于卡尔曼滤波考虑了这种性质 , 因此 , 所得到的估值比最小

二乘平差估值具有更高的精度.

2　卡尔曼滤波程序设计

2.1　数学模型

　　从 1.1可得到如下卡尔曼滤波的递推公式
[ 3]

K k =Dk/ k-1H
T
k(HkDk/ k-1H

T
k +Rk)

-1 , (13a)

X
∧

k =Fk/k-1 X
∧

k-1 +K k(Yk -HkFk/ k-1 X
∧

k-1), (13b)

Ck =(I -K kHk)Dk/ k-1 , (13c)

Dk/ k-1 =Fk/ k-1Ck-1F
T
k/k-1 +Γk/ k-1Qk-1 Γ

T
k/k-1 . (13d)

上式中 Rk 为m ×m 阶的观测噪声Ek 的协方差阵;X
∧

k 为n 维向量 , 第 k 时刻经滤波后的估值;K k 为

n ×m 阶的增益矩阵;Ck 为n ×n 阶的估计误差协方差阵;Qk为 n ×n 阶的模型噪声Wk的协方差阵.

　　根据上述公式 , 可以从 X
∧

0 =E (X0), D0 (给定)出发 , 利用已知的矩阵 Qk , R k , Hk , Fk/ k -1以

及 k 时刻的观测值 Yk , 递推地算出每个时刻的状态估计 X
∧

k (k =1 , 2 , …).

　　如果线性系统是定常的 , 则有 Fk/k -1 =F , Hk =H , 即它们都是常阵;如果模型噪声 Wk 和观测

噪声Ek 都是平稳随机序列 , 则 Qk 和Rk 都是常阵.在这种情况下 , 常增益的离散卡尔曼滤波是渐进稳

定的.

2.2　程序流程图

　　程序设计流程图见图 1 .

3　算例及数据分析

3.1　算例参数

　　在本次大坝 GPS动态形变测量数据处理的算例中 , 是对我国 1998年洪水期某大坝 , 用双频 GPS

定位仪器进行垂直于大坝轴线方向位移观测值的 “滤波” .观测历元间隔为 15 s , 每隔 6 h 计算一次 ,

共计 65 d的观测数据.

　　设观测点的状态向量为 Xk =(X , X′)T , 并取其初值为

X0 =(1.3 ,0)T .

状态转移矩阵为[ 6]

F =
1 Δtk

0 1
,

其中 Δtk 为采样间隔 , 在本例中取 Δtk =6 h , 即
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图 1 　卡尔曼滤波程序流程图

Fig.1　The sequence chart of Kalman filtering prog ram

F =
1 6

0 1
.

量测矩阵为 H =(1 , 0).动态系统维数为 n =2 , 观

测系统维数为 m =1.

　　初始估计误差协方差阵取为

D0 =
0 0

0 0
.

模型噪声协方差阵取为

Q =
1.2 0

0 1.2
.

取观测向量序列长度 k =260.对输出的状态向量序

列每 5个打印一次.

3.2　结果分析与讨论

　　为了直观地说明卡尔曼滤波程序的处理结果 , 现

将其作图 2 , 在滤波的问题中 , 一般是要求知道噪声

Δ的方差DΔ和信号 X的先验方差 DX .由于滤波的

计算公式可以按广义最小二乘原理导出 , 所以可以在

滤波中求得观测值 Y 的改正值 V (即-Δ的估值),

以及虚拟观测值 Y x 的改正值 Vx (即-μx 的估值),

并利用 V和值 Vx 来求得验后的单位权方差σ
∧2
0 , 这里

只考虑 DxΔ=0和信号 X 的数学期望 μx =0 (即 Y x

=0时)的情况.

　　根据滤波中求验后单位权方差的公式[ 2] σ
∧ 2
0 =Ψ/

n , 这里的 Ψ=-Y T
PΔV , 于是将3.2的计算数据代

入上式 , 可得算例的验后单位权方差 σ
∧ 2
0 =Ψ/ n =

306.8/260=1.18.

　　又根据求中误差估值的基本公式 σ
∧

= ±

[ ΔΔ] / n , 可得算例的观测值中误差 σ
∧

测=±1.30

mm , 滤波值中误差 σ
∧

滤=±1.07 mm.

　　由图 2不难看出 , 该算例成果图形象直观地显示

出滤波值数据曲线与原始数据曲线的变化趋势基本一致;同时 , 比较上面的计算数据可知 , 算例的验

后单位权方差 σ
∧2
0 =1.18与验前所取的方差 σ

∧2
0 =1.2相近 , 说明验前选取的方差是恰当的;并且 , 滤波

值比观测值的精度提高了约 17.7%.至此 , 也就是说明该卡尔曼滤波数学模型较好地模拟了目标系统

的物理变化规律 , 表明所运用的卡尔曼滤波程序的运算结果比较理想.

4　结　论

　　(1)通过对大坝GPS动态形变测量数据的算例及其数据分析可知 , 运用卡尔曼滤波方法可以明

显地改善 GPS 动态变形的数据精度 , 并能大量地 (待估状态向量可以多维)实时处理 GPS动态变形数

据.由于适合在微机或小型计算机上应用 , 因此其处理速度是其它方法难以比拟的.

　　(2)在卡尔曼滤波程序用于算例的试算中 , 对于选取不同的模型噪声和观测噪声协方差阵 , 获得

的各滤波值也略有差异.这说明合理确定一个待估状态系统的数学模型 , 选择适当的建模参数 , 更好
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图 2　大坝于坝轴线垂直方向 (所设正方向)上的形变数据处理成果图

Fig.2　The achievement chart of deformation data processing of big

dam in vertical line to spool thread of the dam (positive direction assumed)

1—原始数据曲线;2—滤波后数据曲线

地拟合动态系统的物理变化规律 , 则卡尔曼滤波的效果更佳.

　　(3)对于稳定的系统来说 , 只要初始值足够精确 , 就能保证以后的滤波值达到任意指定的精度.

在实际应用中仅仅只有稳定性是不够的 , 渐进稳定的系统则具有更优的性质 , 即不论初始值有多大的

偏差 , 只要滤波时间充分长 , 就能自行消除初始值偏差的影响 , 保证滤波值的准确性.

　　(4)由于在实践中 , 卡尔曼滤波系统存在建模误差及计算机有效字长的限制等原因 , 可能导致滤

波发散.然而由于卡尔曼滤波的广泛应用 , 克服滤波发散将是一个重要的研究方向.
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Application of discrete Kalman filtering

to GPS data processing of kinematic deformation

MA Pan1 , WEN Hong_yan1 ,2

(1 .Department of Civ il Engineering , Guilin Inst itute of Technology , Guilin 541004 , China ;2.
School of Geodesy and Geomatics , Wuhan Universi ty , Wuhan 430079 , China)

Abstract:An approach of calculation of Kalman filtering is studied.The program adapted from the computer

language C w as applied to process the GPS kinematic deformation data of actual measurements for some big

dam in our country in the 1998_flood season as a testing case.It is obvious that the achievement chart of this

example vividly indicates the changing tendency of the data curve of filtering value very close to the one of raw

data.Meanwhile , variance of unit weight befo re statistical test is approximately equal to the one after statis-

tical test , there is less standard error of filtering values than the one of measured values.The mathematical

model of this discrete Kalman filtering appropriately simulates the law of physical variation of observation sys-
tem.It is ideal to improve the GPS data accuracy of kinematic defo rmation by carrying on the software of

Kalman filtering.

Key words:Kalman filtering;GPS ;Gauss_Markov series
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