
第22 卷 第1 期 桂 林 工 学 院 学 报 Vo1.22 No .1
2 0 0 2 年 1 月 JOURNAL OF GUILI N I NSTITUTE OF TECHNOLOG Ja 

三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三三
. 2002

文章编号：1006 -544X（2002）01 -0085 -04

利用非线性方程组求解矩阵特征值特征向量

郑敏玲，武 坤

（中南大学 应用数学与应用软件系，湖南 长沙 410083）

摘 要：矩阵特征值问题已成为数值计算中的一个重要组成部分，为有效求解此类问题，

提出了一种求解特征值的新方法：利用非线性方程组的Newto 迭代法求解特征向量，为提
高迭代的收敛速度，引入同伦思想，利用插值方法，得到近似特征向量!（N），以!（N）作为
迭代初值，从而快速求出问题的具有较高精度的解. 该算法稳定性好，可并行运算.
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计算特征值、特征向量，不管在理论上还是在实际应用中，都是一个非常重要的问题. 经典的Jacobi
算法是解对称矩阵问题的一个稳定的算法，且精度高，特征向量的正交性有保证，但是它有两个主要

缺点：一是收敛慢，二是串行运算. 目前已有快速算法和并行算法. 无论是经典的或是新的快速并行

Jacobi 算法都是用正交变换对原7 阶矩阵中的二阶主子矩阵运算，目的是消去它的两个非对角元素.
二分法［1］前最常用的解对称矩阵特征值问题的并行算法，其思想是计算A 的特征矩阵A -!I 的各级前
主子式Pi（!），i =1，2，⋯，7 .利用序列｛Pi（!）｝的Stur m 序列性质，确定特征值的分布情况，通过逐步计

算可得到只含有一个特征值的区间［c ，d ］，将区间逐次二等分确定满足精度要求的特征值.分治法［2］（简
称DC 法）也是一个比较新的适合于并行运算的矩阵特征值问题算法，其基本思想是把矩阵分成两个子
矩阵，先解子矩阵特征值问题，然后构成一个比原问题容易解的特征值问题.本文是在经典Jacobi 算法的
基础上，通过构造特征向量的非线性方程组而提出的一种新方法.利用同伦的思想求Newto 迭代初值，
使迭代算法快速收敛.并对该算法进行了稳定性分析.

1 推导过程及算法

定理1［3］ 设"=（aij ）GR7 > 7 ，"a =#+ t a$，0《t a 《1，t a = ha ，a =0，1，2，⋯，N ，N =1／h ，其中
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则 当h =2 -S 时，A1 的所有盖尔圆不相交.

其中 S =［1 
（T／d ）
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推导过程及算法：

设A R7 > 7 ，对应于!的特征向量Xi =
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（第i 个分量为1），则有：

AXi = !iXi ， （1）

它的第i 个方程
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当i  i 时，第i 个方程
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由式（2），（3）可以得到：
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设方程（5），（6）中Xi 的系数为b i ，则它的Jacobi 矩阵

J=（Cl m）（7 -1）>（7 -1）， Cl m =
2GilIl + b l ，（l = m）

Gi mIl - Gl m，（l  m
 
 

 ）

由牛顿迭代法可得到

X（a ）= X（a -1）+ J（X（a -1））-1F（X（a -1）），

F = -（f 1，⋯，f i -1，f i +1，⋯，f 7 ）
T （7）

当J（X（a -1））-1存在和选取合适的初值时，Newton 迭代至少二阶收敛.
下面来考虑初始值X（0）的选取. 由前面定理知，A0 = D，AN = A，对给定的h ，可以得到N + 1

个矩阵A0，A1，⋯，AN . 而A0 的特征向量为
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以Y（0）作为迭代初值，应用牛顿法于矩阵A1 求出Y（1）. 再由两点插值法，求得Y（2）= 2Y（1）- Y（0）.
对于a  3，则由三点插值法，求得Y（a ）= 3Y（a -1）-3Y（a -2）+ 3Y（a -3）（a  3），从而最后求Y（N）.
以Y（N）作为牛顿迭代的初值用于（7）式便可求解.
根据以上的讨论可以得到如下算法：

!求初值算法1：（Newton 迭代求A1 的特征向量Y
（1）=（X 1，X 2，⋯，X7 ）

步1：给出计算精度"1，迭代初值为Y
（0）；

步2：计算S =ln
（T／d ）
l n 2 + 2］，A1 =（Gii ）=D+ t 1P，T = max

i
｛ 

7

i =1
i  i

Gii ｝，d = min
i  i

Gii -Gii .

步3：假设已进行了a 次迭代，已求出Xa ，计算FA1
（X（a ）），J A1

（X（a ）），设b a = FA1
（X（a ））

步4：解线性方程组J A1
（X（a ））#Xa = -b a ，得到#Xa ，X（a + 1）= X（a ）+#Xa ；
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步5：若 F（X（a + 1）） ＜E2，则置X 。= X（a + 1），打印X 。，否则a + 1 一a ，X（a + 1）一X（a ），F（X（a + 1））

一F（X（a ）），转2；
步6：结束.

!算法2：（利用插值法求Y（N））
步1：计算N =1／h ，h =2 -s ；

步2：由Y（0），Y（1），根据两点插值法求Y（2）=2Y（1）-Y（0）；
步3：当3 ＜a ＜N 时，Y（a ）=3Y（a -1）-3Y（a -2）+ 3Y（a -3）.

"算法3：（迭代求A的特征值特征向量）
步1：给出计算精度#2，迭代初值为Y

（N）；

步2：假设已进行了a 次迭代，已求出X（a ），计算F（X（a ）），J（X（a ）），记b a = F（X（a ））；

步3：解线性方程组J（X（a ））AXa = -b a ，得到AXa ；

步4：求X（a + 1）= X（a ）+AXa 及F（X（a + 1））；

步5：若 F（X（a ）） ＜E2，则置X 。= X（a + 1），打印X 。， F（X 。） 及 AXa  ，否则a + 1 一a ，

X（a + 1）一X（a ），F（X（a + 1））一F（X（a ）），转2；A
步6：结束.

2 算法稳定性分析

定理! Y（7 ）= 7Y（1）-（7 -1）Y（0）（a ）2）
证明：（数学归纳法） 当7 =2 时，结论显然成立.
假设当2 ＜7 ＜a -1 结论成立，则由算法

Y（a ）=3Y（a -1）-3Y（a -2）+ Y（a -3）

=3［（a -1）Y（1）-（a -2）Y（0）］-3［（a -2）Y（1）-（a -3）Y（0）］+（a -3）Y（1）-（a -4）Y（0）

= aY（1）-（a -1）Y（0）

由Ostrowski 定理，可以得到：
定理" 设X（A1）=｛Xi ｝，X（A2）=｛Hi ｝，mO= max

i ，j
i 羊j

｛aii + t 2】 aij 】 ｝，对任一HGX（A2），必有Xi（H）GX

（A1），使
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1
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O ，其中 A2 -A

一一 一一
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7 】

7

i ，j =1
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aij .

由定理2 知道，算法的稳定性依赖于A1 的特征值问题的稳定性. 根据定理1，不妨设A1 的特征

值为X1，X2，⋯，X7 .
设Xa ，Ya 分别是A1 的属于Xa 的特征向量，即

A1Xa = XaXa ， YH
aA = XYH

a

令S（Xa ）= YH
aXa／X

一一 一一

a 2 Y

一一 一一

a 2，容易证明
［4］，】 S（Xa ）】 是唯一确定的，且S（Xa ）羊0 .

设EGC7 > 7（

一一 一一

E 2 =1），则利用函数论的有关知识可证，存在E0 ＞0 和在】 E】 ＜E0 上的解析函数Xi
（E）和向量函数Xi（E），i =1，2，⋯，7 ，使得

（A1 +EE）Xi（E）= Xi（E）Xi（E） （8）

并满足 Xi（0）= Xi ，Xi（0）= Xi
其中Xi 是对应于Xi 的特征向量. 可以证明，

】 Xi（E）-Xi 】 ＜
E

一一 一一

E 2

】 S（Xi ）】
+ 0（】 E】 2），

假定Xi（E）的泰勒展开式为 Xi（E）= Xi +EZi + 0（E2） （9）
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由于X 1，⋯，Xn 构成Cn 的一组基，故有

Zi =  
n

j =1
!ijXj ，!ij  C， （10）

把（10）代入（9）得 Xi（"）=（1 +"!ii ）!i +" 
n

j =1
j  i

!ijXj + 0（"2） （11）

设Xi（"）已选好使得!ii = 0，因为 #i（"）= #i + # i（"）+ 0（"2） （12）

（11）、（12）代入（8），得  
j  i
!ij（#j -#i ）Xj =（#i（0）I - E）!i ， （13）

在（13）两边左乘Y~
j ，注意到Y~

j !i =0，i  j ，有

!ij（#j -#i ）Y~
j !i = - Y~

j E!i ， i  j ，
不妨设S（#j ）= Y~

j !i = Y~
j !i ，于是

Xi（"）= !i +" 
j  i

Y~
j EXi

（#i -#j ）S（#j ）
·Xj + 0（"2）

3 结束语

利用非线性方程组求矩阵特征值特征向量的方法需要进行（2n -2）次Newton 法来解非线性方程
组. Newton 法虽然有收敛快和自校正等优点，但应用到实际计算中仍有不少的问题，例如，迭代初值

X（0）要求与解X  很靠近迭代才收敛，还有每步要计算Jacobi 矩阵F （Xk ）及解线性方程组工作量较大.
然而本文提出的方法可以在计算机上并行运行，而且由于在处理初值时利用了同伦思想，根据稳定性

分析的结果，该算法是可以稳定执行的. 必须指出，牛顿迭代在虚特征值的情况下不收敛，所以这种
方法对于非对称矩阵，只能求它的实特征值.
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A new algorit hmfor computi ng t he eigenpairs of
a matrix by Newton iteration

ZHENG Min-li ng，WU Kun
（De1art ment of Mathe matics and Soft zare A11lication ，Central South uniuersity ，Changsha 410083，China ）

Abstract：Matri x ’s eigenvalue problem，concerned with morden computational physic computational
chemics，computational biology，many scientific research and engi neer computation，hasbeen a mai n compo-
nent of Numerial computation . this paper works on solvi ng the problem eff ecti vely . it presents a new
method of computi ng eigenpairs by Newton iterationf or nonli near eCuations . in order to i mprove iteration
convergence rate，it i ntroduces a homotopy i dea，and employs i nterpolation to attai n approxi mate eigenvector
"（N）. As a result ，we can get more accurate solution rapi dly when employi ng "（N）as an iteration starti ng
value . the paper i ncludes some discussion about algorit hmstability . the algorit hmhas the advantage of par-
allel worki ng .
Key words：eigenvalue；eigenvetor ；homotopy ；Newton iteration；polynomical i nterpolation；Gerschgori n
circle
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