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二维非均匀介质中大地电磁的耦合模拟

谢忠球1，温佩琳1，朱德兵1，吴功建2

（1 . 中南大学资源环境与建筑工程学院，湖南长沙 410083；2 . 中国地质科学院地质研究所，北京 100037）

摘 要：阐述了边界元法的基本原理及其在二维大地电磁测深正演中的实现过程，深入研

究了边界单元和有限单元的耦合模拟方法，目的在于为二维大地电磁测深提供实用的、精

确的、计算效益高的计算工具。理论研究及模型计算表明，这种耦合方法能够有效地模拟

大地电磁场的变化规律。
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大地电磁测深是研究地球内部电性变化的一种方法，经济、方便、场源频谱丰富、勘探深度大，

在大地构造研究、石油及天然气、地热田勘探等方面应用广泛。在二维地电模型条件下，有限元方法

的模拟研究与应用最为普遍［1 ~ 3］，但该方法计算量大、速度慢，所以对于快速、精确、有效的边界元

计算方法的研究，日益受到重视。研究主要集中在直流电法勘探模拟计算方面［4，5］。由于该方法处理复

杂介质的灵活性不大，其应用受到了限制。有限元和边界元耦合方法可望综合两种方法的优点，克服

缺点［6，7］。目前，这种耦合方法在大地电磁中的应用研究方面的文献尚未见到。本文将通过理论分析、

模型计算对这种方法进行比较系统的研究。

图 1 区域坐标图

Fig . 1 Chart of regionau coordinate

1 大地电磁的二维问题

基本方程：大地电磁场可以近似地看作是在地球表面垂直入

射的平面波［1 ~ 3］。在地面上选取一右旋直角坐标系，令 z 轴垂直
向下， y 轴水平向右， x 轴为走向方向，见图 1，则有"/"x = 0。
取与时间有关的因子为 e- i t，并忽略位移电流，则从 Maxweuu方
程出发得到 Hx 型和 Ex 型偏振波，可统一表示成：
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对 Ex 型：u = Ex， = - i  ， = ；对 Hx 型： u = Hx， = ，

 = - i  。其中：u 为电场或磁场； 为圆频率； 和 分别是
介质磁导率和电导率； 为介电常数。

2 非均匀介质中大地电磁场边界元方法

首先，导出均匀介质的大地电磁场边界元方程。从（1）式可知，大地电磁二维正演问题，实质上
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是解偏微分方程。对于均匀介质，电导率和磁导率都是常量，从而（1）式可以归结为解 Helmhotz方程

 2U + I2U = 0， I2 = i   （2）
考虑在区域!上的 Helmhotz方程。将节点取在光滑边界上，可以推出二维 Helmhotz方程的边界积

分型式
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其中： r 为从观察点到场源点的距离，
U" = iH（1）0（ Ir）/ 4， g" = IiH（1）1（ Ir）/ 4 （4）

对于积分方程，用高斯积分计算各节点场值，完成边界积分方程的离散化过程［4 ~ 8］，从而得到边

界元方程

HU = G0 （5）
求解方程（5），便可以求出边界场值分布。
在二维大地电磁测深中，可以假定地下介质是分块均匀的。本文以 2个子域的边界元模型为例。

在 2个子域分别建立边界元方程
H1U1 = G101

H2U2 = G20 }2 （6）

其中：0 ="U /"I 。将相交边界场值用下标 表示，其余边界场值用下标 R 表示，子域分别用 1，2
表示，则上述两式可以用下式表示

H1
R H1

 - 1G1
 0

0 H1
 - 2G1

 H2[ ]
R

U1
R

U 
0 
U2













R

=
G1

R 0

0 G2[ ]
R

01
R

02[ ]
R

（7）

其中： 1 =
 1，H 极化

1，E{
极化
；  2 =

 2，H 极化

1，E{
极化
。

按给定的边界条件，可以求解上述方程，即得出各节点场值及法向导数值，也可以进一步用下式

求出各个域内点的场值
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进而求出相应的视电阻率#S。

从上面的公式可以看出边界元法可以直接求场值的导数，从而可以提高视电阻率值的计算精度。

3 数值模型边界条件的确定

对于偏微分方程求定解，必须给定涉及问题的边界条件。对于垂直入射的平面电磁波，取上边界

（Z = Zmin）处场 U 为常数；左右两边界（Y = Ymax，Y = Ymin）处满足场的法向偏导数为零，即"U /"I

= 0；下边界（Z = Zmax）处，取为第三类边界条件，即"U /"z ="U /"I = - IU，其中 I = - i   # I为
复波数， I 为深度 Zmax以下介质的电导率。建立模型时，采用矩形边界元区域，主要是考虑计算方便

并减少边界元法中角点效应的误差。在下面讨论的有限元方法中，将边界条件写成一般解析式为：

"U / "I + U =B，以便求泛函的变分。其中 和B的取值如下。
Z = Zmin：Ex 型波 = 0，B= - 1；Hx 型波 =B= 1020。
Z = Zmax：Ex 型波 = 1 / ZI，B= 0；Hx 型波 = ZI，B= 0。
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Y = Ymax，Y = Ymin： = = 0。

Zn = - i   ! n为下边界的表面阻抗。

4 非均匀介质中大地电磁场的有限元方程

从（1）式已经知道，大地电磁二维正演问题，实质上是求偏微分方程在一定边界条件下的解。根
据变分原理，用有限元法解上述偏微分方程，等价于求下列泛函的变分为 0即泛函
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的变分 F（U） = 0。其中： ， 为边界条件中的常系数。
为了研究方便，本文采用平行于研究区域边界的矩形单元，假设每个矩形单元内的场函数为 U，

则可以求出包括 U1，U2，U3，⋯，Un 的线性方程组的矩阵形式
［K］［U］＝ F （10）

解此复数矩阵方程，即可求得各节点场值 U，进而求得辅助场值，最后求得视电阻率及相位［1］：

 a = Z2 i /  
 = E - }

H
（11）

对地面上不同点进行同一计算，得到某一周期的视电阻率 a（ y）和阻抗相位 剖面曲线，再对周期
进行循环计算，便可得到地面上若干点的 a（ y）和阻抗相位 （T）的测深曲线。

图 2 !"# - $"#耦合模拟区域示意图

Fig . 2 Sketch of the combination BEM - FEM region

5 非均匀介质中大地电磁的有限元与
边界元耦合模拟

将研究区域 D 分为D1、D2两个部分（图 2），其
中假设 D1 是均匀介质域，用边界元法求解；D2 是

非均质域，用有限元求解，然后用等价方法求解联合

方程。

在子域 D1内建立边界元方程，并将已知项放在

右边，未知项放在左边，则（10）式变成如下形式
0i

Un

0









S

=

P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P









33

Ui

Qn

U









S

（12）

其中：Ui，Qn 为已知向量，它们分别是边界 i1
和 n1
节点上 U 和 0 的值。从方程可以看出，已经找

到边界值问题解的表达式，它们可以用边界条件 U、0 以及 US 来表示，可以看出 Un、0S、0i 都是 US

的函数。

将子域 D1当成有限元意义上的一个单元来计算与 D1域边界场值有关的能量
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在子域 D2上依据前述方法建立能量公式

E2（U）=
1
2 UTKU -［U］T［F］ （14）

从而可以求全域能量的极小值，即 E = E1 + E2的极小值。求!E /!Ui = 0，得到下列形式的矩阵方程：
［K］［U］＝ F （15）

即为有限元与边界元耦合的代数方程。
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6 计算和结论

基于上述方法，笔者编写了相应的计算程序并选择了 Berdichevsky标准地垒和地堑模型进行了计
算，结果证明耦合方法可以有效地实现非均匀介质中大地电磁场的模拟。

实例：笔者选择了江阴地区实测剖面进行了计算。根据地电介质复杂程度，将研究区域分成有限

元域和边界元域，分别采用矩形单元和线性单元剖分。由于采用了覆盖技术来减少一次装入内存的代

码量，程序只需 8 M内存即可运行。笔者在 128 M内存，CPU为 P!550的微机上做该模型的计算，用
时约 30 min。
理论分析和计算证明：耦合模拟方法在处理较简单的地电模型时，可以发挥 2种方法的优势，并

能提高计算精度。应该说明的是，本文对边界元和有限元耦合模拟方法仅仅作了初步的尝试。对于复

杂模型的计算有待进一步深入研究。

本项研究曾得到王光锷教授、刘国栋研究员的帮助，谨致谢意。
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A study of magnetotelluric data couple modeling
in 2 - D nonhomegeneous media

XIE Zhong-giu1，WEN Pei-iin1，ZHU De-bing1，WU Gong-jian2

（1 . College of Resource，Enuironment and Ciuil Engineering，Central South Uniuersity，Changsha 410083，Chi-
na；2 . The Institute of Geology，Chinese Academy of Geological Sciences，Beijing 100037，China）

Abstract：This paper expounds the basic principies of the boundary eiement method，describes how to appiy the
boundary eiement method to soive the forward probiem of two - dimensionai magnetoteiiuric sounding and studies the
method of copying BEM with FEM，with the purposes of producing a more reaiistic anaiysis method，offering both ac-
curacy and cost efficiency. Theoreticai anaiysis and modeiing exampie show that the method of coupiing BEM with
FEM is abie to modei effectiveiy the variation of MT fieid.

Key words：2 - D MT；boundary eiement method；finite eiement method；forward probiem；coupie modeiing
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