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一类非线性椭圆问题三角形二次元的超收敛性

熊之光，杨喜陶，李爱翠

（湘潭工学院数学与软件研究所，湖南湘潭 411201）

摘 要：基于均匀三角形的剖分，已有文献认为对二阶椭圆问题的二次有限元的情形，在

节点处有四阶超收敛精度。以此为基础，本文针对一类二阶非线性椭圆问题，也得到二次

有限元解在节点处有四阶超收敛精度，数值计算表明结果是正确的。
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0 引言

考虑下列非线性椭圆第一边值问题：

- D （ai DiU）+ a 0D U + a00 U + g（ U）= f， iI!
U = 0， OI"

{
!

（1）

即寻求 U H 10（!）使得：

A（ U，1）+（g（ U），U）=（ f，1）， 1  H 10（!）， （2）

其中：f  L 2（!），g（ U） C2，并假定双线性 A（ U，1）= !（ai DiUD 1 + a 0D 1 + a00 U1）C xCy 是强制

的，这里! =｛（ x，y）I 0 < x，y < 1｝.
现将!作三角形均匀部分  h，直角边界上的步长记为 h，所有单元"  h 的角点及中点构成节点

集Zh，记有限元子空间 Sh
0 = ｛U C（!h） \在每个"  h 上 U 为二次多项式，且 1 \#! = 0｝，则在 Sh

0

上求解有限元解 Uh 满足：

A（ Uh，1）+（g（ Uh），1）=（ f，1）， 1  Sh
0，

即 A（ U - Uh，1）+（g（ U）- g（ Uh），1）= 0， 1  Sh
0 .

文献［1，2］都对线性随圆方程的边值问题三角形元进行了研究，文献［2］对 z Zh 的点有：

（ U - Uh）（ z） = 0（h4 \ lIh \）. 作者在此基础上，也获得了一类非线性椭圆三角形二次元类似结果：

定理：设区域!的三角形剖分是均匀的， U W 4， （!） H 10，且 Uh Sh
0 是 U 的二次有限元

解，则在每个三角形单元的角节点和边中点上均有超收效性：

（ U - Uh）（ z）= 0（h4 I lIh I）.

1 定理的证明

将任意三角形单元转化为参考三角形 E = ｛（ S， t） \ - 1 < S < 1， - 1 < t < 1 - S｝，仍记函数
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U（ x，y）= U（ x（ S，t），y（ S，t））A= U（ S，t）

引进 Legencer正交多项式 l  =e - l（ t2 - l） /（2  ）！！（注意 l  （ 1 l） =（ 1 l） ），对 t 积分后得

M -多项式：M 0 = l，M l = t，⋯，M + l =e - l（ t2 - l） /（2  ）！！，若 i -  = 0 或 1 2，则有（Mi，

M ）G0，显然对 IB2有 MI（ 1 l） = 0 .
由文献［2，3］得到：
引理 !：若（2）的真解 UGW 4， （O），则 U 可以展开成

U = b00 + bl0 S + b0l t + bll St + b20M 2（ S）+ b02M 2（ t）+ b30M 3（ S，t）

+ b2l（ S + t）（ S + l）（ t + l）+ bl2（ S - t）（ S + l）（ t + l）+ b03M 3（ t）+ r
令：R = R' + r，R' = b30M 3（ S，t）+ b2l（ S + t）（ S + l）（ t + l）+ bl2（ S - t）（ S + l）（ t + l）+ b03M 3（ t）.
取 U2 = b00 + bl0 S + b0l t + bll St + b20M 2（ S）+ b02M 2（ t），则余项 R，r 分别满足：

!在 E 的三角点处 R = 0， r = 0；

"在 E 的三边上 RLP0（零次多项式）， rLPl；

#在 E 的三边中点上处 I R ISch4 U 4， ，O；

$在 E 的任何点有 I r ISch4 U 4， ，O .
以 U2 为单元 E 内插函数，由文献［2］的定理，取 m = 2得到：

引理 "：设区域O的三角形剖分是均匀的， UGW 4， （O）O H l0，且 UhG Sh
0 是 U 的二次有限元

解，则 A（ U - Uh， 1） = 0（h4） U 4，  1 2，lV 1G Sh
0 .

引理 #：设 f（ x，y）GC2（O），g（ x，y）G L（O），O为有界分段光滑边界的平面区域

令 g +（ x，y）=
g（ x，y），g（ x，y）B0
0，g（ x，y）{ < 0

， g -（ x，y）=
- g（ x，y），g（ x，y）S0
0，g（ x，y）{ > 0

， 那末

 Of（ x，y）g（ x，y）c xcy = f（El，nl） Og（ x，y）c xcy +［ f（El，nl）- f（E2，n2）］ Og-（ x，y）c xcy由积分

中值引理即可证明 .
引理 $：若 g（ U）GC2，（2）的真解 UGW 4， （O）， UI 为三角形二次插值，对V 1G Sh

0 有

 O（g（ U）- g（ UI）1c xcy = 0（h4） U 4，  1 2，l .

证明：由引理 3可得到：

 O（g（ U）- g（ UI）1c xcy = ORg'（ U ）1c xcy

S g'（ U l ） OR1c xcy + g'（ U l ）- g'（ U 2 ） O（ R1）+ c xcy

S g（ U） 0，  OR1c xcy + （ U l ）-（ U 2 ） g"（ U l2） O（ R1）+ c xcy

S g（ U） 0，  OR1c xcy +  g（ U） l， （ U l ）-（ U 2 ） R  1 

S g（ U） 0，  OR1c xcy +  g（ U） l，  R 2 1 .

利用文献［l］中的单元合并技巧并由文献［2，3］的结果得到： OR1c xcy = 0（h4） U 4，  1  2，l，

而 R 2 = 0（h8），故 O（g（ U）- g（ UI））1c xcy = 0（h4） U 4，  1 2，l .

下面证明定理，令 1 = gh 为 Green函数，由文献［l，2］及引理 2、4，则有一致超收敛估计：

 Uh - UI 4， = A（ Uh - UI，gh）+（ A（ Uh）- g（ UI），gh）

= A（ Uh - UI，gh）+（ A（ Uh）- g（ UI），gh）S ch4 I Inh I  U 4， 

这样有：U - Uh = U - UI +（ UI - Uh）= R + 0（h4 I Inh I  U 4， ），从而在单元:G  h 的角节
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点上有：U - Uh（ z）= 0（h4 I inh I），定理得证 .

2 数 例

用三角形二次元求解下列问题：

-!U + U3 = f， in"
U = 0， on!

{
"

（3）

其中精确解是：U（ x，y）= y（1 - x）sin（ x（1 - y）），将"区域先 N X N 均匀剖分成 N 2个小正方形，然后
在以左上右下的对角线分成 2个等腰直角三角形，就得到  N X N，笔者分别就 N = 4，8，16的网格计算了有
限元解 Uh，下面将有限元 Uh 在几个节点处的误差 eh 及误差比 eN / e2N 的值列于表 1：

表 1 9节点有限的误差值对比

Tabie 1 The error contrast of finite eiement on nine points

剖分  4 X 4  8 X 8  16 X 16 误差比 误差比

"内节点 e4 e8 e16 e4 / e8 e8 / e16
（0 .25， 0 .25） - 1 .304 4e - 4 - 7 .754 0e - 6 - 4 .788 4e - 7 16 .82 16 .19
（0 .50， 0 .25） - 1 .209 0e - 4 - 7 .451 3e - 6 - 4 .640 7e - 7 15 .60 16 .06
（0 .75， 0 .25） - 8 .509 7e - 5 - 5 .535 4e - 6 - 3 .489 5e - 7 15 .37 15 .86
（0 .25， 0 .50） - 1 .163 4e - 4 - 7 .055 6e - 6 - 4 .375 6e - 7 16 .49 16 .12
（0 .50， 0 .50） - 1 .220 9e - 4 - 7 .445 0e - 6 - 4 .624 8e - 7 16 .40 16 .10
（0 .75， 0 .50） - 1 .209 0e - 4 - 7 .451 3e - 6 - 4 .640 7e - 7 16 .23 16 .06
（0 .25， 0 .75） - 1 .140 8e - 4 - 6 .757 0e - 6 - 4 .168 5e - 7 16 .89 16 .21
（0 .50， 0 .75） - 1 .163 4e - 4 - 7 .055 6e - 6 - 4 .375 6e - 7 16 .48 16 .12
（0 .75， 0 .75） - 1 .304 4e - 4 - 7 .754 0e - 6 - 4 .788 4e - 7 16 .82 16 .19

从表中看出，在单元的内节点处，三角形二次元达到 0（h4）的超收敛阶，与理论分析相符合 .
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The superconvergence of triangle guadratic finite
element for a class of nonlinear elliptical problems
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Abstract：Based on eguaiity triiaterai dissectation，documents stated the fourth order superconvergent preci-
sion on nodai points. This paper gains the superconvergence of triangie guadratic finite eiement on nodai
points for a ciass of noniinear eiiipticai probiems. Numericai computations show that the resuit is correct .
Key words： eguaiity triiaterai dissectation， the second order noniinear eiiipticai probiems， the triangie
guadratic finite
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