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0 引 言 

在水文地质勘察以及地下水研究中，通过抽水试验建立水位降深 )和流量(Q)之间 

的经验方程，并可利用该方程讨论水资源的开发利用。这种经验方程有直线型、抛物线 

型 、 指 数 型 、对 数 型 等 。 美 国 Roraba9gh (1953年 ) 认 为 在 抛 物 线 型 方 程 

= 口Q+cQ‘)中，紊 流指数 不一定总是 2，用n取代 2，能更 灵活的拟合抽水资料 。 

Rorabau窖h的方程是 

S= Q+CQ (1) 

其中， 一 抽水井降深； 一岩层系数；C—井损耗系数；口一抽水井流量； 一紊流指数 

方程 (1)在美国的地下水勘察中被广泛采用 “’，0 ，但确定其中的参数B，C， 

有一定困难，特别不适合于野外作业 “ ，Miller和 Weber((1983年)指出了一种确定 

B，C， 的方法 ，但确定n值需用到 3组观测数椐，因而不尽如意。本文利用灰 色系 

统理论解决了 (1)中参数的确定问题。 

l 灰色降深流量模型 ( —Q方程) 

1。1 灰色系统GM (1，1)模型的建模思想 

设 )是原始数据列， )是累加生成数据列，二者关系为 

= ∑x 

：：：= 一 ， 
灰色微分方程是 

dX{”／df+口 (11= Ⅱ 
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dX“ ／dt~t= 处的灰值取为 l 

⋯在t=鲫l上的灰值取： [ + 

其 中 G= 

[u，a】 

+ 剐 

-手[ 别 

[ ] 

．  

，]／[k一(k-1)】= 
”]由原始数据用最小二乘法可确定参数 
： (G G) G ， 

上述GM (1，1)模型，要求数据是等间距的，即dt i 1， 

在一般的抽水试验中，流量Q的变化不总是等间距的，。故应把非等间距数据列化为等 

间距数据列。设原始数据列为： 
’ 

， 墨)，．⋯”， 
其 中Pl，P2，⋯⋯P册为 正 实 数 ， 且 Pl一2， 2=Pl≤3≤P2≤4≤P，≤⋯⋯ ≤N+1 

≤ PⅣ 
， 

假定P．=2是因为在建G肘(1，1)模型时， 没有被利用 “ ，在建立灰色降深流量 

方程中 也没有被利用，关于这一点的证明在文章最后进行．尽管 的值未知，由于 

未被利用而假定： 
～  

关于 ：：：的值 是正整数：2< ≤P )，用内插法给出： 
一  

一  

+ [ ． ～ 一 ] (z 
因而得到一组等距 的数据列，且称为导出列： ’ 

， ， ，

⋯ ⋯

， + ) 
(3) 

1．2 灰色降深流量方程的建立 ‘ 

设有流量等级Q，，Q ，⋯⋯，Q ，对应的降深观测值为s．，s：，⋯⋯， 。 
由 (1)得：S／Q=B+CQ ‘=B+Ce 一 n口 记 =lnQ， =s／Q

。 于是方 

程 (1)可改写成 ：X：嚣+CP ’ 

设r —lnQ k=1,2，⋯ ”，N 

改变计量馆 的单位和计量零点，可设T．=2，设 
2= T1≤ 3≤ T，≤ ⋯ ·≤ N + 1≤ TⅣ 

原始数据为 、=S ／Q k一1,2，⋯⋯，Ⅳ。 (5) 

利用内插公式 (2)得到导出列： 

：， ：，⋯⋯， +． (假定 =0) (5 ) 
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由导出列得到累加生成列 

：：：=∑ k=1，2,------,Ⅳ+I 

据文献 C4)，当数据列 (5 
．)满足关系 (4)时，数据列 (6)将满足微分方程 

．
dX ” ／dT = 口 + bT + c 

式 (7)中的系数口，b，c可由数据 (5)、(6)用最小二乘法求得： ’ 

[c，b，口】 =(G G) G ‘ 

其中 

G = 

； 剐 

· ； + 

· + + ] 

= 一 +( +b+ 2ac，)e _I] 
由关系式： = 一 得出导出数组的模型值 (考虑到 ：0) 

：一 +( + (i-e-" ” 
数组 (5)的模型值也可由式 (9)给出： 

= 一 +( + )(·一e 
由于 CO)： ／Q

、 ： lnQ代入 (10 

。

式得到 

． s／o：一 +f +鱼． 11(1一P一。)P ‘ 口一 ’／ 口 、口 
n

‘  

则’ =一bQ+( +b+ 2ac，)(1一e-a)e—d·Q 
将式 (11) 与式 (1)对照，可知式 (1)中的诸系数日、c、 与由式 (8) 

口、b、c之间的关 系为： 
曰 一  b

， c =( +警 )r一 ，~e-a ⋯ 

(6) 

(7) 

(8) 

(1O) 

所确定的 

(12) 

假定 ．=2，得到式(12)，这里其实是改变了计量州直的零点和度量单位，所以用式 

(12)计算式(1)中的参数是错误的。在通常情况下，计算式(1)系数应该如下进行： 

设 T =InQ i=1，2，⋯⋯，N。 

改变度量单位和计量零点后，与 ．对应的值是P 。设新的度量单位为 i，零点位置 

在新单位下移动 ．，所以有 
P = + Tf／  ̂ ． 

因为 ．对应于2，llpp，=2，代入上式得到 

] ●●●●●●●●●●●J  

．

～嗽 

广．。，。。。．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L Jl 
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。 
2一 l1／  ̂

所以计算P 的公式为： 
P， T，／Z 4-2～TI／2=2 4-(r，～T，)／ 

式 (10)是牲 ，=P 的情况下计算 的公式，一般情况下应为 

一 生
a

+( +b+ 2ac，)(1--e-~ ( + ) 
把 =S／Q， ；InQ代入上式得到 

= 一  bQ+( +警 )(-一e1e ．QI+： 
将式 (15)与式 f1)对照有： 

口 一 b
， c：(生+ 1(1一。 孕， ：等+la )Ca-a a ＼ 

a‘ ／ Z 。 

2 灰色降深流量 (． 口)方程的应用 

利用交 (1)所提供的一口在白云岩含水层中井的两个阶段降深试验的资料 (即在井 

径从 25厘米扩大到 30厘米的前后两次的试验，试验数据见表 1)说明灰色 一口方程的 

建模过程，并利用所建模型讨论扩井引起的降深变化． 

表 I 阶段降深试验赘抖 

Table I Datan p noea．1帅 d傩wdo咖  

2．1 扩 井前灰色 一口方程 
令 T．；Ln口，；LnO．99≈ 一0．0l 

同理 T2=0．29，T，=0． ，T4=0．70 

设 =0．18，以i为单位 1。由矗 (13)得 

P =l，P-=2 )l~JP2— + =3．67；P~=4．94，，． 5．94 

令 X Io
，；一 ，；0 

则有 
寻 )； ／Q．=丽7．27≈7

．3 4I
．  Z)=7．99， 麓)=8．93，X m))=9．98 (17) 

数组(17)基原始数组。(17)导出组由式 (2)给出： 

0 ．n  0  n  
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+ [ 一 =X f2 1+ [ 一 踟 ， 

所以矩阵G和 见式n 8】 ：1,5 3．67 1 ：}_7
．

：．34'I I 5 67 7 34
I 2 5 I 205 7 73

I 3 5 I9 185 8 23

1 4 5 27 795 8 999] I l I l l I ． 1 G= L v=I l I 1 ． 1 l I l t l 1． 1 
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利用公式 (8)求得： 

口= 0．455， b= 一 2．38， c= 7．957 

连同 i=0．35代人式(16)，式 (1)中的参数为 

B = 5．23． C= 0．75． = 2．30 

故灰色 Q方程为： 

S=5．230 +O．750 (19) 

用方程 (19)模拟扩井后的抽水试验结果如下： 

fQ1=0．66 fQ 2=1．10 fQ 3=1．68 fQ =2．q5 fQ 5=2．1 5 

I ．=3．74 ’lj =6．69 ’l雪，=11．26 ’l雪 =15．61 ’Ij，=22．89 

与表 1对照，拟合也较好。 

2．3 Q方程的应用 

利用S—Q方程 (18)和 (19)，扩井可以显著的节约用井期间的动力成本。事实上 

在抽水速率相同的条件 (流量均为Q)，扩井前后降深值 ．，S一的差为 
S．一S，： (6．46Q +0．89Q ”)一 (5

．240 o．55Q ) 

= 1．22Q 0．89Q ”一0
．

75Q。 

用数学方法容易证明s．一s，是Q(Q>0)的增函数，因此无论怎样的抽水速率，扩井 

前的降深值均大于扩井后的降深值。可见流量越大，扩井的优越性越明显。 

对于选定的抽水速率，按方程 (18)、(19)计算扩井前后井损耗引起的降深值。扩井 

前井损耗引起的降深为0．89Q ，扩井后井损耗引起的降深为0．75Q ”。其计算结果 (表 

2)与文 (1)的结论相同。 

有 意 义 的 是 ， 对 比扩 井 前 后 的 s—Q方 程 

(18)、(19)，可以发现 3个参数值，岩层系数 、井损 

耗常数和紊流指数在扩井后都有同量级的变化，坷减 

少 20％左右 (B值减少 19％；c值减少 l6％； 值减 

少 22％)，这一值恰好是井径扩大的百分数。 

关于 可任意取值的证明 

文 (3)证明在GM(1，1)建模中， ：的值对模 

型值以及预测精度不产生任何影响，因而可在原始数 

列的第一个数据前再增加一个任意数作为新 的原始数 

列建模，但文 (3)所用的证明方法比较繁难，下面 

将用另 的方法证明建立灰色S—Q模型时， ：也 

有同样的性质。 ， 

设有原始数据列： 

， ，

⋯ ⋯

， ． 

作累加生成列 

表 2扩井前后井损耗引起的降深值 
Table 2 Drawdown value wel】】0 

before and after extending fo rwell 

疽量 O 井损耗 引起的降深(m) 

{ ／s) —  — —  

(※) 
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CH

，= ∑Xu(0J1 =1,2，⋯⋯，|v。 
⋯  

建立灰 色S一口方程，由式 (8)有 

I-c，b，口 ：【G G)。’G 

又设另有原始数列 

．=r：：+ ，．=r ，⋯⋯，．=r (01) 
(※)与 (※，)之间的区别仅茬于第一个数据．由(※，)作累加生成列 

：=(．=r 4-．=r。)+．=r +⋯⋯+．=r 
k一 1．2．3． ⋯ ”．Ⅳ 

显然有 ：；．=r：： + 
用数据 (※ )建立灰色 一口方程，有 

[c ，6 ， ] =fG G 

其中 G一 

[ + ] 
+ ] 

N一 [ + ] 
可见，y，=y。由于 ．=r +．=r。，所以 

其中 

因而 

G1= 

G 

- ； + 踟 

； [ ： ：+ ]+ 。 

-Ⅳ一 [．=r +．=r ]+．=r。 

G G =fG ) (G )=RrG GR 

(G G，)一’= 一 (G G)-’(Rr)一 

， = 

号 G ·R 

f※※) 

(※※ ) 

3—2 5—2 ～ 

l  l  ■ 
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所以 [c，，b，，口， =R (G G) 

： R [(G G 

而 

)～ ． G ， 

推出 

[至]：『 一 。1 ’ 
舣 “ 

．
用 嚣芝’ X {1) o+ ． ： 一 +[ 生+ J(--e～ 

融 未 )+ + 一 一 +[( )+ + ](· 

蛾 曼 b =一 +[ ：；+ 。+ + ± 』(·一e～)e 
= 一  + (1-e-~ 

．  

所以 = ： 、 
即田特百̈ f 、与田特刊 f ，、擅樽．樟型佰相等。这就证明了 可任意驭值． 
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GREY DRAWDoWN DISCHARGE EQUATIoN AND ITS 
． APPLICATIoN 

Yun Fengm ing Li Zhengwu 

(Department ofBasic Sciences，Guilin College ofGeology) 

Abstract 

The drawdown discharge grey model better solves fixing parameters in 

Rorabargh-drawdown equation，and extends GM(m，n卜mode1．When the mod~l is applied 

to study the variation in drawdown for extending well in dolom ite aquifer,the variation of 

param eters will correspond with the variation of well diameter． 

Key words gray models；non-linear／rawdown equation 
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