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ＮＤ样本下密度核估计的相合性
苏红柳，唐国强，孙国华

（桂林理工大学 ａ理学院；ｂ广西空间信息与测绘重点实验室，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是同分布的ＮＤ随机变量序列，ｆ（ｘ）为其概率密度函数，基于Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，对密
度函数ｆ（ｘ）的核估计进行了讨论，根据ＮＤ序列的性质和不等式，在适当的条件下证明了其强相合和

ｒ阶矩相合。
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１　引言与引理

定义　称随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，ｎ≥２是ＮＤ（ｎｅｇａｔｉｖｅｌｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔ）的，若对任意的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ
∈Ｒ，都有

Ｐ（Ｘ１ ＜ｘ１，Ｘ２ ＜ｘ２，…，Ｘｎ ＜ｘｎ，）≤∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＜ｘｉ），

及

Ｐ（Ｘ１≥ｘ１，Ｘ２≥ｘ２，…，Ｘｎ≥ｘｎ，）≤∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ≥ｘｉ），

称随机变量列｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ＮＤ列，若对任意的Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，ｎ≥２是ＮＤ的。
ＮＤ序列的概念是１９９３年文献 ［１］给出的，ＮＤ相依序列比 ＮＡ相依序列弱一些，这些负相依随

机变量的概念在可靠性理论、渗透理论和某些多元统计分析中均有广泛的应用，因而负相依随机变量

序列的概念引起了越来越多人的广泛兴趣。近年来，ＮＡ极限理论的研究发展十分迅速，文献 ［２－５］
研究ＮＡ列的密度函数核估计的相合性、完全收敛性、强大数定律、不等式等。而关于ＮＤ的文献相对
有限，但仍引人入胜：孟兵等［６］对ＮＤ阵列加权乘积和的完全收敛性的研究；陈晓林等［７］也获得了ＮＤ
随机变量列的指数不等式；季洁鸥等［８］获得了同分布ＮＤ序列加权和的强大数定律等。然而对于ＮＤ序
列密度函数核估计相合性研究较少，因此，笔者在前人的基础上给出 ＮＤ序列的概率密度函数核估计
相合性的结论和证明。本文约定文中出现的Ｃ总表示一个常数，在不同的地方可以代表不同的值。

引理１［９］　设Ｋ（·）为定义在（－∞，＋∞）上的有界密度函数，则当ｌｉｍ
ｎ→∞
ｈｎ ＝０时有ｌｉｍｎ→∞ Ｅｆｎ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）（ｘ∈ｃ（ｆ）），其中ｃ（ｆ）为ｆ的连续点集；又若ｆ（ｘ）一致连续，则有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ Ｅｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ＝０。
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引理２［１］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ＮＤ随机变量列，ｆｎ（ｘ）关于ｘ为单调增（减）函数列，则｛ｆｎ（Ｘｎ）；ｎ≥１｝
仍为ＮＤ随机变量列。

引理３［８］　令｛Ｘｎ，ｎ≥１｝为一列满足δ
２
ｋ ＝ＥＸ

２
ｋ ＜∞，ＥＸｋ＝０（ｋ＝１，２，…，ｎ）的ＮＤ随机变量，且

存在Ｈ＞０，整数ｍ≥２，使得｜ＥＸｍｋ｜≤
ｍ！
２·δ

２
ｋ·Ｈ

ｍ－２（ｋ＝１，２，…，ｎ），则

Ｐ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ( )＞ｘ≤ｅｘｐ－ｘ２／（４∑

ｎ

ｉ＝１
δ２ｉ( )），０≤ｘ≤∑

ｎ

ｉ＝１

δ２ｉ
Ｈ。

引理４［７］　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ＮＤ序列，ＥＸｎ ＝０，ＥＸ
ｒ
ｎ ＜∞，Ｓｊ（ｋ）＝∑

ｊ＋ｋ

ｉ＝ｊ＋１
Ｘｉ，ｊ≥０，则有

当ｒ≤２时，有

Ｅ｜Ｓｎ｜
ｒ≤Ｃｒ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜

ｒ；

当ｒ＞２时，有

Ｅ｜Ｓｎ｜
ｒ≤Ｃｒ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜

ｒ＋ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２( )ｉ

ｒ／{ }２ 。

２　结果及其证明

定理１　（逐点强相合性）设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝为同分布的 ＮＤ的随机变量列，有共同的密度 ｆ（ｘ），设

Ｋ（ｕ）为有界变差密度函数，如果ＥＸｋ ＝０，ｌｉｍｎ→∞ｈｎ ＝０，ｌｉｍｎ→∞
ｎｈ２ｎ
ｌｏｇｎ＝＋∞，则

ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）→０，ａ．ｓ．，ｘ∈ｃ（ｆ）。
证明　由于

　　　　 ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ≤ ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ） ＋ Ｅｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） ＝Ｉ１＋Ｉ２， （１）

由引理１知ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），故

　　　　　　　　　　Ｉ２ ＝ Ｅｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ） →０，ｎ→∞。 （２）

下面只需证明Ｉ１→０，ａ．ｓ．，由于Ｋ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的有界变差函数，因此存在单调有界变差函
数Ｋ１（ｘ）和Ｋ２（ｘ），使得Ｋ（ｘ）＝Ｋ１（ｘ）－Ｋ２（ｘ）。所以

　　ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）＝
１
ｎｈｎ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｋｘ－Ｘｊ

ｈ( )
ｎ

－ＥＫｘ－Ｘｊ
ｈ( )[ ]
ｎ

＝ １ｎｈｎ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｋ１
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

－ＥＫ１
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )[ ]
ｎ

－∑
ｎ

ｊ＝１
Ｋ２
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

－ＥＫ２
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )[ ]{ }
ｎ

＝ １ｎｈｎ∑
ｎ

ｊ＝ｉ
Ｙｊ－∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ[ ]ｊ ＝

１
ｎｈｎ
［Ｓｎ１ －Ｓｎ２］。

此处：

Ｙｊ＝Ｋ１
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

－ＥＫ１
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

；　Ｓｎ１ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｙｊ；

Ｚｊ＝Ｋ２
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

－ＥＫ２
ｘ－Ｘｊ
ｈ( )
ｎ

；　Ｓｎ２ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｚｊ。

因为Ｋ１（ｘ）和Ｋ２（ｘ）均为有界单调变差函数，所以Ｙｊ＝ｒ（Ｘｊ）和Ｚｊ＝ｓ（Ｘｊ）分别为Ｘｊ的单调函数，
由引理２可知Ｙｊ、Ｚｊ也是ＮＤ变量。所以，

　Ｐ（ ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ） ≥ε）＝Ｐ １
ｎｈｎ
（Ｓｎ１ －Ｓｎ２）≥( )ε ≤Ｐ｜Ｓｎ１｜≥

ε
２ｎｈ( )ｎ ＋Ｐ｜Ｓｎ２｜≥ ε

２ｎｈ( )ｎ
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＝Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ≥

ε
２ｎｈ( )ｎ ＋Ｐ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｚｉ≥

ε
２ｎｈ( )ｎ ＝Ｉ１１＋Ｉ１２。

又由有界性知，Ｍ ＞０，使得｜Ｋ１（ｘ）｜≤Ｍ，从而有

δ２ ＝ＥＹ２ｉ ＝ＥＫ１
ｘ－Ｘ１
ｈ( )[ ]
ｎ

２

＝∫
＋∞

－∞
Ｋ２１
ｘ－ｙ
ｈ( )
ｎ
ｆ（ｙ）ｄｙ≤Ｍ２。

并且，又因为ｌｉｍ
ｎ→∞
ｈｎ ＝０，当取Ｈ＝

２Ｍ２

εｈｎ
时，有

｜ＥＹｍｉ｜＝ＥＫ１
ｘ－Ｘ１
ｈ( )[ ]
ｎ

ｍ

＝∫
＋∞

－∞
Ｋｍ１
ｘ－ｙ
ｈ( )
ｎ
ｆ（ｙ）ｄｙ≤Ｍｍ≤ｍ！２·δ

２
ｋ·Ｈ

ｍ－２ ＝
Ｃｍδ

２
ｉ

ｈｍ－２ｎ
·Ｍｍ。

因此，由定理３，可得

Ｉ１１≤ｅｘｐ－

ε
２ｎｈ( )ｎ ２

４∑
ｎ

ｉ＝１
δ２

{ }
ｉ

≤ｅｘｐ－
Ｃｎ２ｈ２ｎ
ｎＭ{ }２ ≤ｅｘｐ｛－Ｃｎｈ

２
ｎ｝。

因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｈ２ｎ
ｌｏｇｎ＝＋∞，所以，当ｎ充分大时，有ｎｈ

２
ｎ≥

２
Ｃｌｏｇｎ，因此∑

∞

ｎ＝１
Ｉ１１＜∞，同理∑

∞

ｎ＝１
Ｉ１２＜∞，所以

Ｐ（ ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ） ≥ε）＜∞。

由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｌｅｌｌｉ引理，得

　　　　　　　　　　Ｉ１ ＝ ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ） →０，ａ．ｓ．（ｎ→∞）。 （３）

故由式（１）～（３），得知：ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）→０，ａｓ，证毕。
定理２　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝为同分布的ＮＤ的随机变量序列，设Ｋ（ｕ）是有界变差密度函数，ｌｉｍｎ→∞ｈｎ＝０，

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｈ２ｎ ＝＋∞，则有

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜

ｒ＝０，ｒ∈（０，＋∞）

成立。

证明　由Ｃｒ－不等式，得

Ｅ｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜
ｒ≤Ｃ１Ｅ｜ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）｜

ｒ＋Ｃ２｜Ｅｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜
ｒ＝Ｊ１＋Ｊ２。

由式（２）知，Ｊ２→０，下面只需证明Ｊ１→０。
这里仍沿用定理１证明中的记号，如Ｋ１（），Ｋ２（），Ｓｎ１，Ｓｎ２，Ｙｊ，Ｚｊ等记号，现分０＜ｒ≤２和ｒ＞２两种

情况讨论。

（１）当０＜ｒ≤２时，由定理１的证明、Ｃｒ－不等式和引理４，得

Ｅ［ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）］
２ ＝ １
ｎ２ｈ２ｎ
Ｅ［Ｓｎ１ －Ｓｎ２］

２≤ Ｃ
ｎ２ｈ２ｎ
（ＥＳ２ｎ１ ＋ＥＳ

２
ｎ２）≤

Ｃ
ｎ２ｈ２ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＥＹ２ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＥＺ２{ }ｉ

　　　　≤ Ｃ
ｎｈ２ｎ
｛ＥＹ２ｉ＋ＥＺ

２
ｉ｝≤

Ｃ
ｎｈ２ｎ
，

此即Ｊｅｓｓｅｎ不等式，得

Ｊ１ ＝Ｅ｜ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）｜
ｒ≤｛Ｅ［ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）］

２｝ｒ／２≤Ｃ １
ｎｈ２( )
ｎ

ｒ／２

。

又因为由条件知道ｎｈ２ｎ→∞，则Ｊ１→０。
（２）当ｒ＞２时，由Ｃｒ－不等式可知，

Ｊ１ ＝Ｅ｜ｆｎ（ｘ）－Ｅｆｎ（ｘ）｜
ｒ＝ １
ｎｒｈｒｎ
Ｅ［Ｓｎ１ －Ｓｎ２］

ｒ≤ Ｃ
ｎｒｈｒｎ
（Ｅ｜Ｓｎ１｜

ｒ＋Ｅ｜Ｓｎ２｜
ｒ）。 （４）

由引理４可得

７６５第３期　　　　　　　　　　　　苏红柳等：ＮＤ样本下密度核估计的相合性



Ｅ｜Ｓｎ１｜
ｒ≤Ｃｒ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｙｉ｜

ｒ＋ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＹ２( )ｉ

ｒ／{ }２ ≤Ｃｒ（ｎ＋ｎｒ／２）≤Ｍｎｒ／２。 （５）

Ｅ｜Ｓｎ２｜
ｒ≤Ｃｒ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｚｉ｜

ｒ＋ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＺ２( )ｉ

ｒ／{ }２ ≤Ｃｒ（ｎ＋ｎｒ／２）≤Ｍｎｒ／２。 （６）

联合式（４）～（６），有：

Ｊ１≤
Ｃ
ｎｒｈｒｎ
［ｎｒ／２＋ｎｒ／２］≤ Ｃ

ｎｒ／２ｈｒｎ
＝Ｃ １

ｎｈ２( )
ｎ

ｒ／２

→０。

即Ｊ１→０，定理２证毕。
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