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相依样本非参数回归函数估计的相合性

刘　艳，吴群英，倪　展
（桂林理工大学 理学院，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：应用Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ和Ｃｈａｏ提出的一种加权核估计ｇｎ（ｘ）＝∑
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ｉ＝１
Ｙｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
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，在α混合误差

下，讨论了非参数回归函数Ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）＋εｉ（１≤ｉ≤ｎ）中ｇ（ｘ）的相合性，在较弱的条件下证明了它的
一致强相合性。
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０　引言及定义

Ｃｈａｎｄａ［１］在１９７４年首先提出了线性过程是 α
混合的。之后，Ｇｏｒｏｄｅｓｋｉｉ［２］、Ｐｈａｍ等［３］进行了进

一步讨论。目前已有很多文献研究了其极限性质，

如中心极限定理、强大数律、矩不等式，但在 α
混合相依样本下研究具体的统计估计问题涉及的

还比较少。而对于大多数经济、金融时间序列而

言，样本的独立性不一定成立，因此讨论混合序

列的大样本性质是十分必要的。对于参数估计的

研究，常用的方法有直方图估计、Ｐａｒｚｅｎ核估计
和最近邻估计。在实际应用中，直方图估计虽然

方法简单直观，但作出的估计曲线不光滑；最近

邻估计中经常会出现不连续的梯度点，比较适合

于局部估计；而对于核估计，可以通过对核 Ｋ（ｘ）
施加一定条件如光滑和合理选择窗宽，使得估计

量与待估计函数的偏差在一定意义下尽可能小。

本文则在α混合随机变量下讨论了非参数回归函
数加权核估计的一致强相合性。

设Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ是固定点ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ的ｎ个观
察值，满足模型

　　Ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）＋εｉ，１≤ｉ≤ｎ， （１）
其中：ｇ（·）是定义在［０，１］上的未知函数，在［０，１］
外的取值为０；｛εｉ，ｉ≥１｝是α混合随机误差序列，
且假定０＝ｘ０≤ｘ１≤ｘ２≤…≤ｘｎ－１≤ｘｎ ＝１，为
估计ｇ（·），用Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ［４］提出的加权核估计

　ｇｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

， （２）

其中：Ｋ（·）是 Ｂｏｒｅｌ可测函数；ｈｎ为窗宽，记 δｎ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
（ｘｉ－ｘｉ－１）。

关于ｇｎ（ｘ）的相合性很多文献已作过研究，在
独立情形下，文献［４］首先讨论了 ｇｎ（ｘ）的弱相合
条件；Ｂｅｎｅｄｅｔｉ［５］在一定条件下证明了 ｇｎ（ｘ）的强
相合性。关于负相依样本下密度函数的研究有：杨

善朝等［６］在较弱的条件下研究了非参数回归函数

加权核估计的相合性；施生塔等［７］研究了ＮＤ样本
最近邻密度估计的一致强相合速度等。φ混合误差
下，杨善朝［８］研究了ｇｎ（ｘ）的完全收敛性和强相合
性；于德明等［９］ 在 α混合随机误差｛εｉ｝满足

∑
ｉ
Ｐ（｜εｉ｜≥ｂｉ）＜∞的条件下，证明了回归函数

加权核估计的强相合性。本文讨论了在随机误差｛εｉ｝
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为α混合，且ｓｕｐ
１≤ｉ≤ｎ

Ｅ｜εｉ｜
ｒ＜∞时，存在 ｄ＞０使

∑
∞

ｎ＝１

ｌｏｇｎ
ｈ１＋βｎ ·ｎ

ｄβ－１( )／ｒ １／β＜∞的条件下ｇｎ（ｘ）的一致强
相合性。

本文中ｃ、ｃ０、ｃ１、ｃ２是与ｎ无关的常数，ｃ在不
同的式子中可以表示不同的值。

１　定理及引理

本文假设以下基本条件成立：

（Ⅰ）Ｋ（·）在 Ｒ１上有界，满足 β阶（β＞
０）Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，且满足

　　∫
＋∞

－∞
Ｋ（ｕ）ｄｕ＝１，∫

＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕ＜∞；

（Ⅱ）ｇ（·）在闭区间［０，１］上满足 α阶（α＞
０）Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；

（Ⅲ）当ｎ→∞时，ｈｎ→０，δｎ→０，且｛（δｎ／ｈｎ）β

＋δαｎ｝／ｈｎ→０。
定理１　 在模型（１）中，基本条件（Ⅰ）～

（Ⅲ）成立，且满足
（ｉ）｛εｉ，ｉ≥１｝为几何α混合随机变量序列，

Ｅεｉ＝０，存在１／２＜θ＜１，δｎ／ｈｎ ＝Ｏ（ｎ
－θ），ｒ＝

２／（１－θ），使ｓｕｐ
ｉ≥１
Ｅ｜εｉ｜

ｒ＜∞；

（ｉｉ）存在ｄ＞０使∑
∞

ｎ＝１

ｌｏｇｎ
ｈ１＋βｎ ·ｎ

ｄβ－１( )／ｒ １／β＜∞，则
对任意的０＜τ＜１／２，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。 （３）

定理２　在模型 （１）中，基本条件 （Ⅰ） ～
（Ⅱ）成立，定理 １中条件 （ｉ）成立，则对 ｘ
∈［０，１］有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｇｎ（ｘ）＝ｇ（ｘ），ａ．ｓ．。

下面给出定理 １的一个推论，在基本条件
（Ⅰ）、（Ⅱ）成立情况下，取δｎ ＝ｎ

－１，ｈｎ＝ｎ
－ｌ，为了

满足基本条件（Ⅲ），要求所取的具体化的 δｎ、ｈｎ满

足｛（δｎ／ｈｎ）β＋（δｎ）α｝／ｈｎ→ ０，即使 ｎ
－［β－ｌ（１＋β）］ ＋

ｎ－（α－ｌ）→０成立，因此，可限制ｌ＜ｍｉｎ β
１＋β

，( )α来
保证基本条件（Ⅲ）成立。另一方面，由 δｎ／ｈｎ ＝

ｎ－（１－ｌ）ｎ－θ，即θ＝１－ｌ，为了保证１－ｌ满足定理
中对θ的限制条件，即１／２＜θ＜１，可取０＜ｌ＜
１／２，便有１／２＜１－ｌ＜１。对应于定理条件（ｉｉ），取
ｒ＝２／ｌ，ｄ＞１＋ｌ（１＋３／（２β）），则 ｄ－ｌ（１＋

３／（２β））＞１，因此，级数∑
∞

ｎ＝１

ｌｏｇｎ
ｈ１＋βｎ ·ｎ

ｄβ－１( )／ｒ １／β＝∑
∞

ｎ＝１

ｌｏｇ１／βｎ
ｎｄ－ｌ（１＋３／（２β））

＜∞。

综上分析有以下推论成立。

推论　设基本条件 （Ⅰ）、（Ⅱ）成立，｛εｉ，ｉ
≥１｝为几何α混合随机变量序列，Ｅεｉ＝０，若δｎ
＝ Ｏ（ｎ－１），ｈｎ ＝ ｎ

－ｌ， 取 ｌ满 足 ０ ＜ ｌ＜

ｍｉｎα，
β

（１＋β），{ }１
２
，ｒ＝２／ｌ，假设ｓｕｐ

ｉ≥１
Ｅ｜εｉ｜

ｒ ＜

∞，则对任意的０＜τ＜１２，式（３）也成立。

注：定理的条件减弱了对 Ｋ（·）是密度函数的要
求，且相比文献［９］，减弱了对随机误差｛εｉ，ｉ≥１｝满足
｜εｉ｜≤ｂ，ａ．ｓ．的要求，放宽到了ｓｕｐｉ≥１Ｅ｜εｉ｜

ｒ＜∞，并把
文献［１０］中研究的 ｇｎ（ｘ）的强相合性，做到了一致强
相合性。

定理的证明需用到以下引理。

引理１［６］　设基本条件 （Ⅰ） ～（Ⅲ）成立，
则对任给的０＜τ＜１／２，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜＝０。 （４）

引理２［６］　设基本条件 （Ⅰ）、 （Ⅲ）成立，
则对任意的ｘ∈［０，１］有

ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

＝∫
＋∞

－∞
｜Ｋ（ｕ）｜ｄｕ。

（５）

ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋ２ ｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

＝∫
＋∞

－∞
Ｋ２（ｕ）ｄｕ。

（６）
引理３［１１］　（α混合序列的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式）

设｛ηｉ｝是几何α混合的，Ｅηｉ＝０，｜ηｉ｜≤１，记ｒ

＝ ２
１－θ

，σ＝ｓｕｐ（Ｅ｜ηｉ｜
ｒ）１／ｒ，ｎ１／２σ≤１，则存在仅

依赖于混合系数的常数ｃ１、ｃ２，使得对０＜θ＜１，
ε＞０有

Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
ηｉ ＞( )ε≤ｃ１θ－１ｅｘｐ－ ｃ２ε

１／２

ｎ１／４σ１／( )２ 。
引理４　设｛Ｘｉ，ｉ≥１｝为随机变量序列，如果

存在１／２＜θ＜１，ｒ＝２／（１－θ），使 Ｅ｜Ｘｉ｜＝

Ｏｉ－θ－（ｒ－１）( )／ｒ，则∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，ａ．ｓ．收敛。

证明：令Ｙｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，取ρ使０＜２ρ＜θ－１／ｒ，
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则ｍ≥ｎ≥１，有

Ｅ｜Ｙｍ －Ｙｎ｜≤∑
ｍ

ｉ＝ｎ＋１
Ｅ｜Ｘｉ｜≤ｃ∑

ｍ

ｉ＝ｎ＋１
ｉ－θ－（ｒ－１）／ｒ

＝ｃ∑
ｍ

ｉ＝ｎ＋１
ｉ－（１＋２ρ）≤ｃｎ－ρ→０。 （７）

因此｛Ｙｎ，ｎ≥１｝是Ｌ１中的Ｃａｕｃｈｙ序列，从而
存在随机变量Ｙ使Ｅ｜Ｙ｜＜∞且Ｅ｜Ｙｎ－Ｙ｜→０，
ｎ→∞。又对ε＞０有

Ｐ（｜Ｙ２ｋ －Ｙ｜＞ε）≤ｃＥ｜Ｙ２ｋ －Ｙ｜≤ｃｌｉｍｓｕｐｎ
｛Ｅ

｜Ｙ２ｋ－Ｙｎ｜＋Ｅ｜Ｙｎ－Ｙ｜｝≤ｃ∑
ｍ

ｉ＝２ｋ＋１
ｉ－θ－（ｒ－１）／ｒ≤ｃ·２－ｋρ．

Ｐ（ｍａｘ
２ｋ－１＜ｎ≤２ｋ

｜Ｙｎ－Ｙ２ｋ－１｜＞ε）≤Ｐ ∑
２ｋ

ｉ＝２ｋ－１＋１
｜Ｘｉ｜＞( )ε≤

ｃ∑
∞

ｉ＝２ｋ－１＋１
Ｅ｜Ｘｉ｜≤ ｃ∑

∞

ｉ＝２ｋ－１＋１
ｉ－θ－（ｒ－１）／ｒ≤ ｃ·２－（ｋ－１）ρ。由

∑
∞

ｋ＝１
２－ｋρ＜∞，∑

∞

ｋ＝１
２－（ｋ－１）ρ ＜∞ 及子序列法可知，Ｙｎ

→Ｙ，ａ．ｓ．，从而有

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ→Ｙ，ａ．ｓ．。

２　定理证明

２１　定理１的证明

记ａｎｉ（ｘ）＝
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘｉ－ｘ
ｈ( )
ｎ

，根据 ｇｎ（ｘ）的

定义及Ｅεｉ＝０可知
ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）
　 ＝（ｇｎ（ｘ）－Ｅｇｎ（ｘ））＋（Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ））

　≤ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

－

　　Ｅ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )( )
ｎ

＋

　　｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜

　≤ ∑
ｎ

ｉ＝１
εｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

＋

　　｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜

　≤ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉ ＋｜Ｅｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜。 （８）

由引理１，则对任给的０＜τ＜１／２有式（４）成
立， 因 此 欲 证 明 定 理 １， 只 需 证 明 ｌｉｍ

ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉ ＝０，ａ．ｓ．，可以记 Ｓｎ（ｘ） ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉ，即只需要证明ｌｉｍｎ→∞ ｓｕｐｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｓｎ（ｘ）｜＝０，

ａ．ｓ．。记
　εｎｉ＝εｉＩ｜εｉ｜≤ｎ

１( )／ｒ －ＥεｉＩ｜εｉ｜≤ｎ
１( )／ｒ，

　εｎｉ ＝εｉＩ｜εｉ｜＞ｎ
１( )／ｒ －ＥεｉＩ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ，

　Ｓｎ１（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｎｉ，

　Ｓｎ２（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｎｉ，Ｓｎ（ｘ） ＝ Ｓｎ１（ｘ） ＋

Ｓｎ２（ｘ）。
下证ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｕｐ

ｘ∈（τ，１－τ）
｜Ｓｎ１（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。

选取ｌ（ｎ）个中心在ｔ１，ｔ２，…，ｔｌ（ｎ），半径为Ｒｎ＝
ｈ１＋βｎ
ｎ１／ｒｌｏｇ( )ｎ

１／β

的邻域Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｌ（ｎ）覆盖［０，１］，其

中ｌ（ｎ）小于Ｏ ｈ１＋βｎ
ｎ１／ｒｌｏｇ( )ｎ

－１／

( )β 。由Ｋ（·）满足β阶
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件及∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘｉ－１）＝１可得

ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｋ
｜Ｓｎ１（ｘ）－Ｓｎ１（ｔｋ）｜

＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｋ
∑
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

－Ｋｔｋ－ｘｉ
ｈ( ){ }
ｎ

εｉ

≤ｃｈ－（１＋β）ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘｉ－１）ｓｕｐｘ∈Ｂｋ ｜ｘ－ｔｋ｜

βｎ１／ｒ

≤ｃｈ－（１＋β）ｎ ｎ１／ｒＲβｎ≤ｃ（ｌｏｇｎ）
－１→０，ｎ→０。 （９）

由式（９）可得
　Ｐ（ｓｕｐ

ｘ∈（τ，１－τ）
｜Ｓｎ１（ｘ）｜＞ε）

　≤∑
ｌ（ｎ）

ｊ＝１
｛Ｐ（ｓｕｐ

ｘ∈Ｂｊ
｜Ｓｎ１（ｘ）－Ｓｎ１（ｔｊ）｜＞ε）＋

　　Ｐ（｜Ｓｎ１（ｔｊ）｜＞ε）｝

　≤∑
ｌ（ｎ）

ｊ＝１
Ｐ（｜Ｓｎ１（ｔｊ）｜＞ε）。

记 ｂｎ ＝ｃ０ｎ
１／２，ηｉ ＝

ａｎｉεｎｉ
ｂｎ
，ｉ＝１，２，…ｎ，σ ＝

ｓｕｐ
ｉ
（Ｅ｜ηｉ｜

ｒ）１／ｒ，由引理３知Ｅηｉ＝０，σ＝ｓｕｐｉ （Ｅ

｜ηｉ｜
ｒ）１／ｒ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
（Ｅ｜ηｉ｜

ｒ）１／ｒ，则可取到充分大的ｃ０
使

｜ηｉ｜＝
ａｎｉεｎｉ
ｂｎ

≤ ｃｎ－θｎ１／ｒ

ｂｎ
≤１， （１０）

ｎ１／２σ＝ｎ１／２ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ａｎｉ（Ｅ｜εｎｉ｜
ｒ）１／ｒ

ｂ{ }
ｎ

≤ｃｎ１／２ｎ－θｂ－１ｎ ≤１， （１１）
由引理３的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式有

　Ｐ（｜Ｓｎ１（ｔｊ）｜＞ε）＝Ｐ
｜ａｎｉ（ｔｊ）εｎｉ｜

ｂｎ
＞εｂ( )

ｎ

　　　≤ｃ１θ
－１ｅｘｐ－

ｃ２ ε／ｂ( )
ｎ
１／２

ｎ１／４σ１／( )２
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　　　 ＝ｃ１θ
－１ｅｘｐ－

ｃ２ε
１／２

ｂ１／２ｎ ｎ
１／４σ１／( )２ ，

又因为

ｂｎｎ
１／２( )σ１／２ｌｏｇｎ＝ ｂｎｎ

１／２ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ａｎｉ（Ｅ｜εｎｉ｜
ｒ）１／ｒ

ｂ( )( )
ｎ

１／２

≤ｃｎ－ θ－１／( )( )２ １／２ｌｏｇｎ→０，ｎ→∞，所以存在Ｍ＞０，

可记ｄ＝
ｃ２ε

１／２

Ｍ ＞０，则有

ｅｘｐ－
ｃ２ε

１／２

ｂ１／２ｎ ｎ
１／４σ１／( )２ ≤ｎ－ｃ２ε１／２／Ｍ ＝ｎ－ｄ，

故由条件（ｉｉ）可得∑Ｐ（ｓｕｐｘ∈（τ，１－τ）
｜Ｓｎ１（ｘ）｜＞ε）≤

∑ｌ（ｎ）ｎ－ｄ ＜∞。
由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理可得
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｓｎ１（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。 （１２）

下证ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｓｎ２（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。

　 ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｓｎ２（ｘ）｜＝ ｍａｘ１≤ｊ≤ｌ（ｎ）
ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｊ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｎｉ

　 ＝ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｌ（ｎ）

ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｊ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉＩ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ
＋

　　 ｍａｘ
１≤ｊ≤ｌ（ｎ）

ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｊ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）ＥεｉＩ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ

＝Ｉ１＋Ｉ２。
由引理２有

Ｉ２≤ ｍａｘ
１≤ｊ≤ｌ（ｎ）

ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｊ
∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ ≤

ｃｎ－（ｒ－１）／ｒ→０，

Ｉ１≤ｃｍａｘ１≤ｊ≤ｌ（ｎ）
ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｊ

δｎ
ｈｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ ≤ｃｎ－θ∑
ｎ

ｉ＝１

｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｎ
１( )／ｒ ≤ｃｎ－θ∑

ｎ

ｉ＝１
｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｉ

１( )／ｒ。

记ξｉ＝ｉ
－θ｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｉ

１( )／ｒ，则Ｅξｉ＝ｉ
－θＥ｜εｉ｜

Ｉ｜εｉ｜＞ｉ
１( )／ｒ ≤ｃ·ｉ－θ－（ｒ－１）／ｒ，由引理４可知∑

∞

ｉ＝１
ξｉ几乎处

处收敛，从而由Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ引理有Ｉ１→０，ａ．ｓ．，于是
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜Ｓｎ２（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。 （１３）

综合式（１２）、（１３）可知
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（τ，１－τ）

｜ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜＝０，ａ．ｓ．。

定理证毕。

由文中分析可知推论的条件满足定理１的条
件，因此推论的结论也是成立的。

２２　定理２的证明
同定理１证明中式 （８），显然有

ｇｎ（ｘ）－ｇ（ｘ）≤ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉ ＋｜Ｅｇｎ（ｘ）－

ｇ（ｘ）｜。
由引理１可知，对ｘ∈［０，１］都有ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｅｇｎ（ｘ）

＝ｇ（ｘ）， 因 此 欲 证 明 定 理 ２只 需 要 证 明

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉ ＝０，ａ．ｓ．，以下同定理１中相同记

号标记，即证ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ（ｘ）＝０，ａ．ｓ．。首先证明ｌｉｍｎ→∞

Ｓｎ１（ｘ）＝０，ａ．ｓ．。
对照式（１０）、（１１），可直接运用引理３有

Ｐ（｜Ｓｎ１（ｘ）｜＞ε）＝Ｐ
｜ａｎｉ（ｘ）εｎｉ｜

ｂｎ
＞εｂ( )

ｎ

≤

ｃ１θ
－１ｅｘｐ

－
ｃ２（
ε
ｂｎ
）１／２

ｎ１／４σ１／







２

＝ｃ１θ
－１ｅｘｐ－

ｃ２ε
１／２

ｂ１／２ｎ ｎ
１／４σ１／( )２ 。

由定理 １中证明可知，当 ｎ→ ∞ 时有

ｂｎｎ
１／２( )σ １／２ｌｏｇｎ→０，故存在Ｍ ＝１２ｃ２ε

１／２，有

　Ｐ（｜Ｓｎ１（ｘ）｜＞ε）≤ｃ１θ
－１ｎ－ｃ２ε

１／２／Ｍ ＝ｃ１θ
－１ｎ－２。

由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理可得
ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ１（ｘ）＝０，ａ．ｓ．。 （１４）

下证ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ２（ｘ）＝０，ａ．ｓ．。

｜ Ｓｎ２（ｘ） ｜≤ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）εｉＩ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ
＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ（ｘ）ＥεｉＩ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ
＝Ｉ１′＋Ｉ２′。

对比定理１中相应证明，由ａｎｉ（ｘ）的定义及引
理４有

Ｉ１′≤ｃ
δｎ
ｈｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ ≤ ｃｎ－θ∑
ｎ

ｉ＝１
｜εｉ｜

Ｉ｜εｉ｜＞ｎ
１( )／ｒ →０，ａ．ｓ．。
由引理２有

Ｉ２′≤∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ（ｘ）｜Ｅ｜εｉ｜Ｉ｜εｉ｜＞ｎ

１( )／ｒ ≤ｃｎ－（ｒ－１）／ｒ

→０，
故有ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｓｎ２（ｘ）＝０，ａ．ｓ．，结合式（１４）可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓｎ（ｘ）＝０，ａ．ｓ．。

定理证毕。

３　随机模拟

参照文献［１２］作如下模拟分析：从时间序列
ＡＲ（１）模型εｎｔ＝φεｎ，ｔ－１＋ωｎｔ（ωｎｔ独立且服从正态
分布）中随机产生一列 α混合样本。取 ｇ（ｘ）＝
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ｃｏｓ（２πｘ），用Ｍａｔｌａｂ做ｇｎ（ｘ）模拟ｍ（ｘ）如图１所示。
比较图１ａ和图１ｂ，当取定φ＝０２时，随着样

本数ｎ的增多，拟合的效果也更好；比较图１ｂ和
图１ｃ，当取定样本数ｎ＝１０００，随着φ的变大，拟

合效果变差。而φ的大小说明了α混合序列样本之
间的相依性。通过模拟，可以看出估计 ｇｎ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ
ｘｉ－ｘｉ－１
ｈｎ

Ｋｘ－ｘｉ
ｈ( )
ｎ

能够较好地拟合ｇ（ｘ）。

图１　α混合样本模拟
Ｆｉｇ１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆαｍｉｘｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓａｍｐｌｅｓ
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