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基于改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ法区域似大地水准面精化
黄良珂，刘立龙，唐艳新，姚朝龙，邓康成

（桂林理工大学 ａ测绘地理信息学院；ｂ广西空间信息与测绘重点实验室，广西 桂林　５４１００４）

摘　要：利用常规的Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行ＧＰＳ高程拟合时，由于模型误差和公共点误差的存在，其拟合内
符合精度值并不为零。通过对已知点拟合残差进行改正得到一种改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法来精化区域似大地水
准面。通过实测数据对比改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法与Ｋｒｉｇｉｎｇ法的ＧＰＳ高程拟合精度，结果表明：改进的Ｋｒｉｇ
ｉｎｇ法的拟合精度明显优于Ｋｒｉｇｉｎｇ法，该方法能有效削弱模型误差和公共点误差引起的拟合残差。
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０　引　言

我国似大地水准面精度达到了 １５′×１５′的分
辨率［１］，平均精度优于±０５ｍ，在１０５°Ｅ以东地
区接近±０３ｍ，以西地区接近 ±０６ｍ，在部分
省市，已经建立了 ２′×２′分辨率的似大地水准
面［２］。然而在许多工程中由于成本和保密问题，

无法获取上述资料，因此在特定区域获得低成本

的似大地水准面显得十分有意义。

要进行区域似大地水准面的精化必须求解高

程异常ξ，基于似大地水准面的正常高 Ｈｒ与基于

参考椭球面的大地高Ｈ的转换关系［３］为

　　　　　　Ｈｒ＝Ｈ－ξ。 （１）
因此，要精化某区域的似大地水准面，可在该区域

布设一定数量的 ＧＰＳ控制点，对这些控制点进行
ＧＰＳ三维平差，设法对部分ＧＰＳ控制点进行水准联
测，则可以求出ＧＰＳ水准联测点的高程异常ξ，从而
根据这些点的高程异常拟合出整个测区的似大地

水准面的数字模型，通过数字模型就能内插出该区

域的高程异常值。目前，求解高程异常值常用的方

法有补偿最小二乘估计法［４］、神经网络法［５］、Ｋｒｉｇ
ｉｎｇ插值法［６－７］、分区拟合法［８］等。文献［６－８］方
法具有适用复杂山区的优势，但不能消除模型误

差，文献［４］方法能消除模型误差，但若选取的公共
点存在误差又难以检验出来时，以上方法就不能有

效地处理了。针对以上不足，本文提出一种改进的

Ｋｒｉｇｉｎｇ法，即采用距离平方反比加权法对已知拟合
点残差进行分配，进而对检核点拟合残差进行改

正，由于采用距离平方反比定权能较好地反映已知

点和待定点之间的相关性，故通过该方法能有效地

消弱模型误差和公共点误差，并通过实测数据对比

分析了改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ法与 Ｋｒｉｇｉｎｇ法的 ＧＰＳ高程
拟合精度。同时，在利用改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行ＧＰＳ
高程拟合时，还分别探讨了不同的距离分组组数求

解变异函数时对拟合精度的影响和已知点的点位

分布对拟合精度的影响。

１　拟合模型和原理

１１　Ｋｒｉｇｉｎｇ法数学模型和原理
Ｋｒｉｇｉｎｇ法是由南非学者ＤａｎｉｅＫｒｉｇｅ提出，是
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建立在变异函数理论和结构分析的基础上对区域

化变量取值进行最优无偏估计的一种方法，该方法

能最大限度地利用空间取样提供的各种信息。记

研究区域为Ω０，区域化变量为｛ξ（ｘ）∈Ω０｝，ｘ表示
空间位置，ξ（ｘ）在采样点 ｘｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）处的属

性值为ξ（ｘｉ），由 Ｋｒｉｇｉｎｇ原理
［６］可知，未知采样点

ｘ０处的真值ξ（ｘ０）的最优无偏估计值ξ
∧
（ｘ０）可由ｎ

个已知采样点属性值的加权和得到，其一般公式为

　　　　ξ
∧
（ｘ０）＝∑

ｎ

ｉ＝１
λｉξ（ｘｉ）。 （２）

式中：λｉ（ｉ＝１，２，３，…ｎ）为待求权系数。此处的权
系数不是一般的由距离决定，它是满足无偏性和最

小方差性的条件下，依赖于变异函数的计算结果而

确定的，其估算服从无偏条件，有

　　　　Ｅ［ξ
∧
（ｘ０）－ξ（ｘ０）］＝０， （３）

由此得到其无偏条件为

　　　　　　∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＝１。 （４）

最小方差性是指估计值与真值之间偏差的平

方的数学期望达到最小，即

　Ｅ［（ξ
∧
（ｘ０）－ξ（ｘ０））

２］＝ｍｉｎ。 （５）

根据拉格朗日乘数法，令 Ｆ＝ｖａｒ［ξ
∧
（ｘ０）－ξ（ｘ０）］

－２μ∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ－( )１，对λｉ、μ求偏导，有

　　　 Ｆ
λｉ
＝０，　Ｆ

μ
＝０。 （６）

由式（６）得到Ｋｒｉｇｉｎｇ方程组为

　
∑
ｎ

ｊ＝１
λｊｃｏｖ（ｘｉ，ｘｊ）＋μ＝ｃｏｖ（ｘｉ，ｘ０），ｉ＝１，２，…，ｎ；

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ＝１

{
。

（７）
式中：μ为拉格朗日系数，将协方差ｃｏｖ（ｘｉ，ｘｊ）用变
异函数γ（ｘｉ，ｘｊ）表示为

　
∑
ｎ

ｊ＝１
λｊγ（ｘｉ，ｘｊ）＋μ＝γ（ｘｉ，ｘ０），ｉ＝１，２，…，ｎ；

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ＝１

{
。

（８）
记ξ（ｘ，ｙ）为区域化变量（本文 ξ（ｘ，ｙ）为高程异
常），且是二阶平稳的，由式（２）知拟合点（ｘ０，ｙ０）
处的高程异常的最佳估计值为

　　ξ
∧
（ｘ０，ｙ０）＝∑

ｎ

ｉ＝１
λｉξ（ｘｉ，ｙｉ）。 （９）

由Ｋｒｉｇｉｎｇ原理知，若想求出λｉ，必须首先确定
变异函数，对于ＧＰＳ高程拟合一般采用变异函数的
球面模型［７］，其表达式为

　　γ（ｈ）＝Ｃ０＋Ｃ
３ｈ
２ａ－

ｈ３

２ａ( )３ ， （１０）

式中：Ｃ０为块金常数，Ｃ为拱高，ａ为变程。从变异
函数的模型可以看出，要确定模型参数（Ｃ０，Ｃ，ａ），
需要构造一组距离信息，为此，首先计算出任意两

已知点间的距离ｈｉｊ，然后根据实际情况按照一定的
间距对距离进行分组，并计算出各距离组对应的变

异函数的估计值γ
∧
（ｈｋ），其表达式为

　γ
∧
（ｈｋ）＝

１
Ｎ（ｈｋ）∑

Ｎ（ｈｋ）

ｉ＝１
σ２ｉ，ｋ＝１，２，…，ｍ， （１１）

式中：ｋ为距离分组组数；Ｎ（ｈｋ）是距离为 ｈｋ时的
点对的数目；σ２ｉ为对应的高程异常的方差，本文 σ

２
ｉ

＝［ξ（ｘｉ，ｙｉ）－ξ（ｘｊ，ｙｊ）］
２。根据得到的γ

∧
（ｈｋ），代入

式（１０）利用最小二乘法求出参数（Ｃ０，Ｃ，ａ），再将
求出的变异函数模型代入式（８）可求得权系数，其
矩阵表达式为

λ１
λ２
…

λｎ















μ

＝

γ（ｘ１，ｘ１） γ（ｘ１，ｘ２） … γ（ｘ１，ｘｎ） １

γ（ｘ２，ｘ１） γ（ｘ２，ｘ２） … γ（ｘ２，ｘｎ） １

… … … … …

γ（ｘｎ，ｘ１） γ（ｘｎ，ｘ２） … γ（ｘｎ，ｘｎ） １

１ １ …















１ ０

－１

·

γ（ｘ１，ｘ０）

γ（ｘ２，ｘ０）

…

γ（ｘｎ，ｘ０）















１

， （１２）

将解出的λ代入式 （９）则可求出各待定拟合点的
高程异常值。

１２　改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法模型
由于公共已知点误差和模型误差的存在，使

得利用最小二乘法求解的 ＧＰＳ高程拟合残差的内
符合精度值并不等于零，为了解决这一问题，在

原有的Ｋｒｉｇｉｎｇ原理和模型基础上进行改进。将公
共已知点的拟合高程异常值 （Ｋｒｉｇｉｎｇ法拟合）改
正为公共已知高程异常值，对非公共点 （本文为

检核点）拟合高程异常值进行相应的改正。首先，

计算公共已知点的改正数
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　　Ｖｉ＝ξ（ｘｉ，ｙｉ）－ξ
∧
（ｘｉ，ｙｉ）， （１３）

式中：ξ（ｘｉ，ｙｉ）为公共已知点高程异常值，ξ
∧
（ｘｉ，ｙｉ）

为相应的拟合高程异常值，则对非公共点（本文为

检核点）的改正数为

　　Ｖｊ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＰｉＶｉ／∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐｉ，Ｐｉ＝

１
Ｓ２ｉ
。 （１４）

其中：Ｓ２ｉ ＝（ｘｉ－ｘｊ）
２＋（ｙｉ－ｙｊ）

２，Ｐｉ为第ｉ个公共
已知点到第 ｊ个非公共点的权，Ｓｉ是它们之间的距
离，由此得到非公共点（检核点）改正后的高程异常

值

　　珋ξ（ｘｊ，ｙｊ）＝ξ
∧
（ｘｊ，ｙｊ）＋Ｖｊ。 （１５）

２　ＧＰＳ高程拟合精度评定

２１　内符合精度
根据参与拟合计算的已知点的高程异常值

ξｉ（ｘ，ｙ）与拟合的高程异常值 ξｉ，则拟合残差 ｖ＝
ξｉ（ｘ，ｙ）－ξｉ，那么ＧＰＳ水准拟合的内符合精度计算
表达式为

　　　μ０ ＝± ［ｖｖ］／（ｎ－１槡 ）。 （１６）
式中：ｎ为参与拟合计算的已知点个数。
２２　外符合精度

根据检核点高程异常值ξｉ（ｘ，ｙ）与拟合高程异
常值ξｉ之差，可知ＧＰＳ水准拟合的外符合精度的计
算表达式为

　　Ｍ ＝± ［ｖｖ］／（ｎ－１槡 ）。 （１７）
式中：ｎ为检核点个数。μ０、Ｍ可近似地认为是拟合
点的高程中误差。

３　实例分析

本文采用某地区实测数据［９］共１４个控制点，
其坐标和大地高按国家 Ｂ级 ＧＰＳ网施测，正常高
按二等水准施测，其点位分布如图１所示。

本文为了研究不同距离分组组数求解变异函

数时对拟合精度的影响，均匀选取测区８个点作
为已知点，剩余６个点作为检核点，通过ＶＢ编制
程序计算不同距离分组组数与拟合精度如表１所
示。可以看出，利用改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行 ＧＰＳ高
程拟合，在求解变异函数时，距离分组组数越多，

其拟合精度并非显著提高，反而拟合精度随之降

低，则本文算例选用分组组数为６时最佳。
为了研究已知点点位分布对 ＧＰＳ高程拟合精

度的影响，亦均匀选取测区 ８个点作为已知点，
剩余６个点作为检核点，本文对已知点点位分布
采取了４个不同的分布方案，其已知点组合情况
如表２所示。

图１　点位分布图
Ｆｉｇ１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｏｉｎｔｓ

表１　不同分组组数与拟合精度比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｏｕｐｓ

ｍｍ

分组组数 ４ ５ ６ ７ ８ ９

拟合中误差 ３０１ １０５ １０４ １７８ １７７ １３６

表２　不同已知点布设方案说明
Ｔａｂｌｅ２　Ｌａｙｏｕｔｓｃｈｅｍｅｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｎｏｗｎｐｏｉｎｔｓ

方案 已知点点号组合 点位分布

方案１ Ｊ４Ｊ５Ｊ６Ｊ９Ｊ１０Ｊ２１Ｊ２２Ｊ２６ 均匀分布

方案２ Ｊ５Ｊ９Ｊ１０Ｊ１１Ｊ２２Ｊ２３Ｊ２６Ｊ２８ 测区外围

方案３ Ｊ２Ｊ４Ｊ５Ｊ６Ｊ９Ｊ１０Ｊ２０Ｊ２１ 测区内部

方案４ Ｊ５Ｊ１０Ｊ２０Ｊ２１Ｊ２２Ｊ２３Ｊ２６Ｊ２８ 测区一端

根据表２的布设方案，将 Ｋｒｉｇｉｎｇ法与改进的
Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行对比分析，其 ＧＰＳ高程拟合结果如
图２～图５所示，则不同方案的ＧＰＳ高程拟合精度
如表３和表４所示。可知，对于Ｋｒｉｇｉｎｇ法，方案１
的ＧＰＳ高程拟合精度最优，其拟合残差最小值为
０７ｍｍ，最大为 １９ｍｍ；方案 ２和方案 ３次之，
但是靠近已知点的检核点却能保证其较高拟合精

度，如方案２的 Ｊ８和 Ｊ２０号点，方案３的 Ｊ８和 Ｊ２８
号点其拟合精度较高；方案４拟合精度最差，其拟
合残差最小值分别为 ０４ｍｍ，最大分别为 ５７４
ｍｍ，因此已知点选择在测区一端时，其拟合精度最
差，且外推时其精度随着离已知点距离增加而减

小，如 Ｊ１１号点精度最差。而对于改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ
法，方案１拟合精度亦是最优，其拟合残差最小值为
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图２　方案１Ｋｒｉｇｉｎｇ法与改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法拟合残差对比
Ｆｉｇ２　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｃｏｎｔｒａｓｔｗｉｔｈ
ＫｒｉｇｉｎｇａｎｄｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄｉｎＳｃｈｅｍｅ１

图３　方案２Ｋｒｉｇｉｎｇ法与改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法拟合残差对比
Ｆｉｇ３　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｃｏｎｔｒａｓｔｗｉｔｈ
ＫｒｉｇｉｎｇａｎｄｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄｉｎＳｃｈｅｍｅ２

图４　方案３Ｋｒｉｇｉｎｇ法与改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法拟合残差对比
Ｆｉｇ４　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｃｏｎｔｒａｓｔｗｉｔｈ
ＫｒｉｇｉｎｇａｎｄｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄｉｎＳｃｈｅｍｅ３

图５　方案４Ｋｒｉｇｉｎｇ法与改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法拟合残差对比
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表３　不同方案拟合精度统计
Ｔａｂｌｅ３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ

ｍｍ

方案

Ｋｒｉｇｉｎｇ法

最大

残差

最小

残差

平均

残差

改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法

最大

残差

最小

残差

平均

残差

方案１ １９０ ０７ ７８ ９８ １４ ４５
方案２ ３０５ ０３ １４１ ２８７ ２２ １２２
方案３ ３７４ ３２ １７４ ３３６ ２５ １４８
方案４ ５７４ ０４ ２０７ ５１８ １４ １８５

表４　不同方案拟合精度对比
Ｔａｂｌｅ４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ

ｍｍ

方案
Ｋｒｉｇｉｎｇ法

内符合精度 外符合精度

改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法

内符合精度 外符合精度

方案１ １２１ １０５ ００ ５７
方案２ ２３８ １９９ ００ １８４
方案２ ３１６１ ２３９ ００ ２１８
方案４ １８３ ３２５ ００ ３００

１４ｍｍ，最大为９８ｍｍ，方案４拟合精度也是最
差，其拟合残差最小值为 １４ｍｍ，最大为 ５１８
ｍｍ。由此可知进行 ＧＰＳ高程拟合时不宜进行外
推，随着外推距离增加其拟合精度随之降低，则

ＧＰＳ高程拟合精度与公共已知点在测区的分布有
关，当公共已知点均匀分布在测区时，ＧＰＳ高程
拟合精度最高。

由图２～图５可知，在４种不同的方案中改进
的Ｋｒｉｇｉｎｇ法其拟合残差值均低于Ｋｒｉｇｉｎｇ法，由表
４易知，在４种不同方案中改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ法其拟
合外符合精度和内符合精度均优于 Ｋｒｉｇｉｎｇ法，因
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此，采用改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行 ＧＰＳ高程拟合能有
效地削弱模型误差和已知点误差，从而得到更精

确的似大地水准面模型。

４　结　论

利用Ｋｒｉｇｉｎｇ法进行 ＧＰＳ高程拟合时，其拟合
精度与距离分组组数和已知点在测区的分布有关，

本文算例分组组数为６时最佳，且公共已知点均匀
分布在测区时，能取得较好的拟合精度。通过实测

数据计算分析，改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ法其拟合外符合精
度和内符合精度均明显优于 Ｋｒｉｇｉｎｇ法，且改进的
Ｋｒｉｇｉｎｇ法能有效地削弱模型误差和已知点误差。
由于本文数据来源有限，本文提出的改进的Ｋｒｉｇｉｎｇ
法在实践中有待进一步验证，限于篇幅，本文未对

公共已知点数量与拟合精度的关系进行分析。
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