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多自由度 Ｍａｘｗｅｌｌ结构基于传递矩阵法的
风振响应解析法

邹万杰，郭昭君，李创第

（广西科技大学 土木建筑工程学院，广西 柳州　５４５００６）

摘　要：对多自由度带Ｍａｘｗｅｌｌ阻尼器的高层耗能结构响应进行了研究。首先，将多自由度结构用固有振
型展开，得到等效运动方程。由于该方程不具有经典阻尼，利用传递矩阵法求解，得到了广义位移及广义

速度的解析表达式。进而利用随机振动理论，将结构位移和速度的响应方差分解为系列标准振子位移与速

度响应方差的线性组合，获得了耗能结构基于规范 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ风谱对应的以固有振型表示的结构随机响应
和等效风荷载的解析解，即建立了带Ｍａｘｗｅｌｌ结构的随机风振响应的分析方法。算例分析表明了该方法的
正确性。
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随着经济的发展，部分建筑结构朝着 “越来越高、越来越细”的方向发展，在美观得到提高的同

时也造成了建筑结构的水平刚度过小、水平风荷载引起的反应过大等不利情况，添加粘弹性线性阻尼

器是解决上述问题的很好选择
［１－３］。随着粘弹性阻尼器越来越多地应用于高层以及超高层建筑结构的

抗风设计中，对其研究有着很重大的意义
［２］。当线性粘弹性阻尼器考虑支撑影响时，可用 Ｍａｘｗｅｌｌ模

型描述，即将支撑刚度和原Ｍａｘｗｅｌｌ模型中的弹性元件刚度串联得到修正刚度［４］。目前，带Ｍａｘｗｅｌｌ阻
尼器耗能结构的风振响应一般采用频域法获得近似的响应方差

［５］，或利用数值积分
［６］
和随机平均法求

近似解
［７］。精确方法有复模态法，但其缺点是复模态法物理意义不明确，工程人员难以理解

［３］，况且，

现有的计算方法均建立在近似实数响应解耦基础上，近似法的精度有待提高。针对这一问题，本文利

用传递矩阵法获得耗能结构经振型展开的响应时域精确解，明确精确解的物理意义，利于后期分析。

１　运动方程

设结构的质量、刚度和阻尼矩阵分别为Ｍ、Ｋ和Ｃ，层间质量、刚度和阻尼分别为ｍｉ、ｋｉ和ｃｉ，其中ｉ

＝１，２，…，ｎ。每层设置ｎｉ个带支撑的Ｍａｘｗｅｌｌ阻尼器，阻尼器的刚度、阻尼及支撑刚度分别为ｋｄｉ、ｃ０ｉ、ｋｂｉ，
ｘ０是结构相对于地面的位移向量。在外部Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ风荷载Ｐｆ（ｔ）作用下，结构的计算简图如图１所示。
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　　　　　　　　Ｐ１（ｔ）＋λ１Ｐ
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１（ｔ）＝ｃ０１ｘ０１； （２）
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由式（１）和式（２）得

　　　Ｐ１（ｔ）＝ｋ０１∫
ｔ

０
ｅ－αｉ（ｔ－τ）ｘ０１（τ）ｄτ， （４）

Ｐｉ（ｔ）＝ｋ０ｉ∫
ｔ

０
ｅ－αｉ（ｔ－τ）［ｘ●　０ｉ（τ）－ｘ

●　

０（ｉ－１）（τ）］ｄτ，（５）

式中：αｉ＝
１
λｉ
，ｉ＝１，２，…，ｎ。

将运动方程按第一振型展开，设

　　　　　ｘ０ ＝ψ１ｘ１， （６）

式中：ψ１ ＝ ψ１１ ψ１２ … ψ１[ ]ｎ
Ｔ为结构的一振

型，ｘ１为原结构对应的振型广义坐标。
方程（１）可化简为

图１　结构计算简图
Ｆｉｇ１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

　ｘ
●●

１＋２ξ１ω１ｘ
●　

１＋ω
２
１ｘ１＋

ψ１１
Ｍ１
ｎ１Ｐ１＋

ψ１２－ψ( )
１１

Ｍ１
ｎ２Ｐ２＋… ＋

ψ１ｎ－ψ１（ｎ－１( )
）

Ｍ１
ｎｎＰｎ ＝

ψＴ１Ｐｆ（ｔ）
Ｍ１

， （７）

式中：Ｍ１ ＝ψ
Ｔ
１Ｍψ１；Ｃ１ ＝ψ

Ｔ
１Ｃψ１；Ｋ１ ＝ψ

Ｔ
１Ｋψ１；ξ１ω１ ＝

Ｃ１
２Ｍ１

；ω２１ ＝
Ｋ１
Ｍ１
。

将式（６）代入式（４）和式（５），再将式（４）和式（５）代入式（７）；得

ｘ
●●

１＋２ξ１ω１ｘ
●　

１＋ω
２
１ｘ１＋

ψ１１
Ｍ１
ψ１１ｎ１Ｐ１（ｘ１）＋

ψ１２－ψ( )
１１

２

Ｍ１
×ｎ２Ｐ２（ｘ１）＋… ＋

ψ１ｎ－ψ１（ｎ－１( )
）
２

Ｍ１
ｎｎＰｎ（ｘ１）

　　　　 ＝ψ
Ｔ
１Ｐｆ（ｔ）
Ｍ１

， （８）

式中：Ｐｉ（ｘ１）＝ｋ０ｉ∫
ｔ

０
ｅ－αｉ（ｔ－τ）ｘ●　１（τ）ｄτ，ｉ＝１，２，…，ｎ。

则结构运动方程可化简为

　　　　　　　　ｘ
●●

１＋２ξ１ω１ｘ
●　

１＋ω
２
１ｘ１＋ＴＰ（ｘ１）＝ｗ（ｔ）， （９）

式中：Ｔ＝ ψ２１１
Ｍ１
ｎ１
（ψ１２－ψ１１）

２

Ｍ１
ｎ２ …

（ψ１ｎ－ψ１ｎ－１）
２

Ｍ１
ｎ[ ]ｎ ；Ｐ（ｘ１）＝［Ｐ１（ｘ１） Ｐ２（ｘ１） … Ｐｎ（ｘ１）］

Ｔ
；

ｗ（ｔ）＝ψ
Ｔ
１Ｐｆ（ｔ）
Ｍ１

；令ψ１０ ＝０，则式（９）可进一步化为

　　　　　　 ｘ
●●

１＋２ξ１ω１ｘ
●　

１＋ω
２
１ｘ１＋∑

ｎ

ｉ＝１

ψ１，ｉ－ψ１（ｉ－１( )
）
２

Ｍ１
ｎｉＰｉ（ｘ１）＝ｗ（ｔ）。 （１０）

２　传递矩阵法时域精确解

对式 （１０）进行拉普拉斯变换，可得

　　ｓ２ｘ１（ｓ）＋２ｓξ１ω１ｘ１（ｓ）＋ω
２
１ｘ１（ｓ）＋ｓ∑

ｎ

ｉ＝１

（ψ１ｉ－ψ１（ｉ－１））
２

Ｍ１
ｎｉ
ｋ０ｊ
ｓ＋αｊ

ｘ１（ｓ）＝ｗ（ｓ）。 （１１）

结构的初始条件为

　　　　　　ｘ（ｔ＝０）＝ｘ０，ｘ
●　

（ｔ＝０）＝ｘ●　０， （１２）

也即

　　　　　　ｘ（ｓ）＝Ｄ（ｓ）－１Ｇ（ｓ）＝Ｈ（ｓ）Ｇ（ｓ）； （１３）

　　　　　　ｓｘ（ｓ）－ｘ０ ＝ｓＨ（ｓ）Ｇ（ｓ）－ｘ０； （１４）
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　　　　 Ｄ（ｓ）＝ｓ２＋２ｓξ１ω１＋ω
２
１＋ｓ∑

ｎ

ｉ＝１

（ψ１ｉ－ψ１（ｉ－１））
２

Ｍ１
ｎｉ
ｋ０ｊ
ｓ＋αｊ

； （１５）

　　　　　　　　　　　　　　　　 Ｇ（ｓ）＝ｗ（ｓ）。 （１６）

式中：ｘ（ｓ）、ｗ（ｓ）分别为ｘ（ｔ）、ｗ（ｔ）的拉普拉斯变换；ｗ（ｓ）为ｗ（ｓ）的一维向量；Ｄ（ｓ）和Ｈ（ｓ）分别是结

构的阻抗和传递矩阵。

结构的特征值方程为

　　　　　　　　　　　　　　　ｄｅｔＤ（ｓ）＝０， （１７）

由式（１７）可以求出ｎ＋２个特征值ｓｊ，以及与之对应的右左特征向量 ｕｊ和 ｖ
Ｔ
ｊ，即

　　　ｄｅｔＤ（ｓｊ[ ]） ＝ｄｅｔ［ｓ２ｊ＋２ｓｊξ１ω１＋ω
２
１＋ｓｊ∑

ｎ

ｉ＝１

（ψ１ｉ－ψ１（ｉ－１））
２

Ｍ１
ｎｉ
ｋ０ｊ
ｓｊ＋αｊ

］＝０， （１８）

　　　　　　　　　　 Ｄ（ｓｊ）ｕｊ＝０，ｖ
Ｔ
ｊＤ（ｓｊ）＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ＋２。 （１９）

由传递矩阵的相关理论
［８］
可以得出：

　　　　　　　　 Ｈ（ｓ）＝∑
ｎ＋２

ｊ＝１

ηｊｕｊｖ
Ｔ
ｊ

ｓ－ｓｊ
， （２０）

将式（１９）代入式（１３）和式（１４），可得

　　　　　　　　ｘ１（ｓ）＝Ｈ（ｓ）Ｇ（ｓ）＝∑
ｎ＋２

ｊ＝１

ηｊｕｊｖ
Ｔ
ｊ

ｓ－ｓｊ
Ｇ（ｓ）， （２１）

　　　　　　　　ｓｘ１（ｓ）＝ｓｊ∑
ｎ＋２

ｊ＝１

ηｊｕｊｖ
Ｔ
ｊ

ｓ－ｓｊ
Ｇ（ｓ）。 （２２）

其中：ηｊ＝
１
γｊ
，γｊ＝ｖ

Ｔ
ｊ
Ｄ（ｓｊ）
ｓｊ

ｕｊ，
Ｄ（ｓｊ）
ｓｊ

＝２ｓｊ＋２ξ１ω１＋∑
ｎ

ｉ＝１

（ψ１ｉ－ψ１（ｉ－１））
２

Ｍ１
ｎｉ
ｋ０ｊ
ｓｊ＋αｊ

－

　ｓｊ∑
ｎ

ｉ＝１

（ψ１ｉ－ψ１（ｉ－１））
２

Ｍ１
ｎｉ

ｋ０ｊ
（ｓｊ＋αｊ）

２。

式中：ｎｊ为ｎ层的阻尼器数量。

对式（２１）和（２２）进行拉普拉斯变换，在０初值的条件下：

　　　　　　　　ｘ１（ｔ）＝∑
ｎ＋２

ｊ＝１
ηｊｕｊｖ

Ｔ
ｊ∫

ｔ

０
ｅｓｊ（ｔ－τ）ｗ（τ）ｄτ， （２３）

　　　　　　　　ｘ·１（ｔ）＝ｓｊ∑
ｎ＋２

ｊ＝１
ηｊｕｊｖ

Ｔ
ｊ∫

ｔ

０
ｅｓｊ（ｔ－τ）ｗ（τ）ｄτ。 （２４）

因为结构的特征值有ｎ＋２个（ｎ个负实数、一对共轭复数），所以对应的特征向量为 ｕｊ＝ｖ
Ｔ
ｊ ＝１。故

而，可以将结构的位移响应和速度响应解析式统一表示为

　　　　　　　　Ｓｌ（ｔ）＝∑
ｎ＋２

ｊ＝１
βｌｊ∫

ｔ

０
ｅｓｊ（ｔ－τ）ｗ（τ）ｄτ， （２５）

其中：Ｓ１（ｔ）＝ｘ１（ｔ），Ｓ２（ｔ）＝ｘ
·

１（ｔ），ｌ＝１，２；β１ｊ＝ηｊ，β２ｊ＝ｓｊηｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ＋２。

３　随机风振响应分析

３１　基于Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ谱的脉动风载激励模型

主体结构在高度为Ｈｉ的各楼层所受到的脉动风荷载Ｐｆｉ（Ｈｉ，ｔ）为
［９］

　　　　　Ｐｆｉ（Ｈｉ，ｔ）＝Ｉ０（Ｈｉ）
２４ｋ
μｚ（Ｈｉ槡 ）

ｐ（Ｈｉ）ｆ（ｔ）＝Ｉ０（Ｈｉ）Ｂ０（Ｈｉ）ｆ（ｔ）， （２６）

式中：Ｉ０（Ｈｉ）为方差为１的随机变量；ｋ为与地面粗糙度有关的系数；ｐ（Ｈｉ）为平均风荷载；μｚ（Ｈｉ）为风
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压高度变化系数；ｆ（ｔ）仅为时间 ｔ的随机过程，其均值为零，具有规格化 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ功率谱 Ｓｆ（ω）（即

∫
＋
!

－
!

Ｓｆ（ω）ｄω＝１）。考虑竖向相关性，则脉动风载Ｐｆｉ（Ｈｉ，ｔ），Ｐｆｊ（Ｈｊ，ｔ）的相关函数：

　　　　Ｅ［Ｐｆｉ（Ｈｉ，ｔ）Ｐｆｊ（Ｈｊ，ｔ）］＝ρｉｊ
２４ｋｐ（Ｈｉ）ｐ（Ｈｊ）
μｚ（Ｈｉ）μｚ（Ｈｊ槡 ）

×Ｅ［ｆ（ｔ）ｆ（ｔ＋τ）］， （２７）

式中：

　　　　　　　　　　ρｉｊ＝Ｅ［Ｉ０（Ｈｉ）Ｉ０（Ｈｊ）］＝ｅｘｐ－
１
６０Ｈｉ－Ｈ( )ｊ

。 （２８）

由式（１０）、（２１）、（２５）和（２６）可得

　　　　　　　　　　Ｓｌ（ｔ）＝σ∑
ｎ＋２

ｊ＝１
βｌｊ∫

ｔ

０
ｅｓｊ（ｔ－τ）ｆ（τ）ｄτ， （２９）

式中：σ＝Ｍ－１１ψ１ｄｉａｇＩ０（Ｈｉ）Ｂ０（Ｈｉ）。
３２　结构响应相关函数分析

对式 （２９）进行拉普拉斯变换，可得

　　　　　　　　　　　　　Ｓｌ（ｓ）＝σ∑
ｎ＋２

ｊ＝１

βｌｊ
ｓ－ｓｊ

ｗ（ｓ）， （３０）

分别将ｎ＋２个ｓｊ和βｌｊ中的１对共轭复数和ｎ个负实数作如下排列：令结构ｎ个负实数特征根ｓ
ｒ
ｊ及相应

的βｒｌｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）分别表示为

　　　　　　　　ｓｒｊ＝－βｊ，βｊ＞０，β
ｒ
ｌｊ＝ｅｌｊ，其中ｌ＝１，２；ｊ＝１，２，…，ｎ， （３１）

再将结构后１对共轭复特征根ｓｃｊ及相应的β
ｃ
ｌｊ（ｊ＝１）表示为：

　　　　　　　　ｓｃｎ＋１ ＝ｓ
ｃ
ｎ＋２ ＝－ξ１ω１＋ｉω１ １－ξ槡

２
１， （３２）

　　　　　　　　βｃｌ（ｎ＋１） ＝β
ｃ
ｌ（ｎ＋２） ＝ａｌ１＋ｉｂｌ１， （３３）

式中：上划线符号“－”表示取共轭复数，ｉ＝ －槡 １；

Ｓｌ（ｓ）＝σ∑
２

ｊ＝１

βｃ
ｌｊ

ｓ－ｓｃｊ
ｗ（ｓ）＋σ∑

ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｓ＋βｊ

ｗ（ｓ）

＝σ
（βｃｌ１＋β

ｃ
ｌ１）ｓ－（β

ｃ
ｌ１ｓ
ｃ
１＋β

ｃ
ｌ１ｓ
ｃ
１）

ｓ２－２ｓ（ｓｃ１＋ｓ
ｃ
１）＋ｓ

ｃ
１ｓ
ｃ
１

ｗ（ｓ）＋σ∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｓ＋βｊ

ｗ（ｓ）， （３４）

βｃｌ１＋β
ｃ
ｌ１ ＝２ａｌ１，ｓ

ｃ
１ｓ
ｃ
１ ＝ω

２
ｌ１，－（ｓ

ｃ
１＋ｓ

ｃ
１）＝２ξｌ１ωｌ１，－（β

ｃ
ｌ１
ｓｃ１＋β

ｃ
ｌ１
ｓｃ１）＝２（ａｌ１ξｌ１ωｌ１－ｂｌ１ωｌ１ １－ξ２ｌ槡 １）＝

２ｄｌ１，则

　　　　　　Ｓｌ（ｓ）＝２σ
ｄｌ１＋ａｌ１ｓ

ｓ２＋２ｓξｌ１ωｌ１＋ω
２
ｌ１

ｗ（ｓ）＋σ∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｓ＋βｊ

ｗ（ｓ）； （３５）

　　　　　　　　Ｓｌ（ｓ）＝２σ［ｄｌ１ｙ１（ｔ）＋ａｌ１ｙ
●　

１（ｔ）］＋σ∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｌｊδｊ（ｔ）； （３６）

　　　　　　　　　　　　　δ
●　

ｌｊ＋βｌｊδｌｊ＝ｆ（ｔ）； （３７）

　　　　　　　　　　ｙ
●●

ｌ１＋２ξｌ１ωｌ１ｙ
●　

ｌ１＋ω
２
ｌ１ｙｌ１ ＝ｆ（ｔ）。 （３８）

３３　结构响应方差标准振子精确分解
对于平稳响应Ｓｌ（ｔ）的响应方差为

ＥＳｌ（ｔ１）Ｓｌ（ｔ２[ ]） ＝∑
ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１
∫
ｔ１

０∫
ｔ２

０
βｌｊβｌｒＥ［σ

２］Ｅｆ（τ１）ｆ（τ２[ ]）ｅｓｒ（ｔ２－τ２）＋ｓｊ（ｔ１－τ１）ｄτ１ｄτ２

＝Ｅ［σ２］∑
ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１
βｌｊβｌｒ∫

＋
!

－
!

ｆｗ（ｔ）ｄｗ∫
ｔ１

０∫
ｔ２

０
ｅｉｗ（τ１－τ２）＋ｓｒ（ｔ２－τ２）＋ｓｊ（ｔ１－τ１）ｄτ１ｄτ２
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＝Ｅ［σ２］∑
ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１
βｌｊβｌｒ∫

＋
!

－
!

ｆｗ（ｔ）ｅ
ｓｒｔ２＋ｓｊｔ１ｄｗ∫

ｔ１

０
ｅτ１（ｉｗ－ｓｊ）ｄτ１∫

ｔ２

０
ｅτ２（－ｉｗ－ｓｒ）ｄτ２

＝Ｅ［σ２］∑
ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１
βｌｊβｌｒ∫

!

－
!

ｆｗ（ｔ）
（ｅｉωｔ１ －ｅｓｊｔ１）（ｅ－ｉωｔ２ －ｅｓｒｔ２）
（ｉω－ｓｊ）（－ｉω－ｓｒ）

ｄω， （３９）

其中：ｆｗ（ｔ）为ｆ（ｔ）的功率谱密度函数。对于平稳响应，可令ｔ１→ !

，ｔ２→ !

，ｔ１－ｔ２→τ，则有

　　　　ＥＳｌ
２（ｔ[ ]） ＝Ｅ［σ２］∑

ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１
βｌｊβｌｒ∫

＋
!

－
!

ｆｗ（ｔ）
１

（ｉω－ｓｊ）（－ｉω－ｓｒ）
ｄω， （４０）

那么有

　　　　∑
ｎ＋２

ｊ＝１

βｌｊ
ｉω－ｓｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｉω＋βｊ

＋∑
１

ｊ＝１

βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω－ｓｃｎ＋１

＋ βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω－ｓｃｎ＋

[ ]
１

， （４１）

其中：

βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω－ｓｃｎ＋１

＋ β
ｃ
ｌ（ｎ＋１）

ｉω－ｓｃｎ＋１
＝β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ

ｃ
ｎ＋１）＋β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ

ｃ
ｎ＋１）

（ｉω－ｓｃｎ＋１）（ｉω－ｓ
ｃ
ｎ＋１）

＝β
ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ

ｃ
ｎ＋１）＋β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ

ｃ
ｎ＋１）

－ω２＋２ｉξ１ω１ω＋ω
２
１

　　 ＝［βｃｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ
ｃ
ｎ＋１）＋β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω－ｓ

ｃ
ｎ＋１）］Ｈ２（ω）＝２ｉωａｌ１＋ ａｌ１ξ１ω１－ｂｌ１ω１ １－ξ槡

[ ]{ }２
１
Ｈ２（ω），

（４２）

故

　　　　　　　∑
ｎ＋２

ｊ＝１

βｌｊ
ｉω－ｓｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｉω＋βｊ

＋２（ｚｌ１＋ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）。 （４３）

其中：ｚｌ１ ＝ａｌ１ξ１ω１－ｂｌ１ω１ １－ξ槡
２
１，Ｈ２（ω）为标准二阶系统的频率响应特性函数。

二阶系统运动方程标准形式为

　　　　　　　　δ¨２（ｔ）＋２ξ１ω１δ
·

２（ｔ）＋ω
２
１δ２（ｔ）＝ｆ（ｔ）， （４４）

且有Ｈ２（ω）＝ ω２１－ω
２＋２ｉξ１ω１[ ]ω －１。

同理可得

　　　　　　　∑
ｎ＋２

ｒ＝１

βｌｒ
－ｉω－ｓｒ

＝∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｒ
－ｉω＋βｒ

－ βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω＋ｓｃｎ＋１

＋ βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω＋ｓｃｎ＋

[ ]
１

。 （４５）

其中：

βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω＋ｓｃｎ＋１

＋ βｃｌ（ｎ＋１）
ｉω＋ｓｃｎ＋

[ ]
１

＝β
ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω＋ｓ

ｃ
ｎ＋１）＋β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω＋ｓ

ｃ
ｎ＋１）

（ｉω＋ｓｃｎ＋１）（ｉω＋ｓ
ｃ
ｎ＋１）

＝［βｃｌ（ｎ＋１）（ｉω＋ｓ
ｃ
ｎ＋１）＋β

ｃ
ｌ（ｎ＋１）（ｉω＋ｓ

ｃ
ｎ＋１）］Ｈ２（ω）

＝２ｉωａｌ１－ ａｌ１ξ１ω１－ｂｌ１ω１ １－ξ槡
[ ]{ }２

１
Ｈ２（ω）。 （４６）

同理可得

　　　　　　∑
ｎ＋２

ｒ＝１

βｌｒ
－ｉω－ｓｒ

＝∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｒ
－ｉω＋βｒ

＋２（ｚｌ１－ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）， （４７）

其中：ｚｌ１ ＝ａｌ１ξ１ω１－ｂｌ１ω１ １－ξ槡
２
１，Ｈ２（ω）＝ ω２１－ω

２－２ｉξ１ω１[ ]ω －１。

因此，可得

∑
ｎ＋２

ｊ＝１
∑
ｎ＋２

ｒ＝１

βｌｊβｌｒ
（ｉω－ｓｊ）（－ｉω－ｓｒ）

＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｉω＋βｊ

＋２（ｚｌ１＋ｉωａｌ１）Ｈ２（ω[ ]）· ∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｒ
－ｉω＋βｒ

＋２（ｚｌ１－ｉωａｌ１）Ｈ２（ω[ ]）
　　 ＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｊｅｌｒ
（ｉω＋βｊ）（－ｉω＋βｒ）

＋２∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｉω＋βｊ

（ｚｌ１－ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）＋２∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｒ
－ｉω＋βｒ

（ｚｌ１＋ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）＋

　　　４（ｚ２ｌ１＋ω
２ａ２ｌ１） Ｈ２（ω）

２ ＝Ｔｌ１＋Ｔｌ２＋Ｔｌ３， （４８）
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式中：

　　　　　　　　　Ｔｌ１ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｊｅｌｒ
（ｉω＋βｊ）（－ｉω＋βｒ）

； （４９）

　　Ｔｌ２ ＝２∑
ｎ

ｊ＝１

ｅｌｊ
ｉω＋βｊ

（ｚｌ１－ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）＋２∑
ｎ

ｒ＝１

ｅｌｒ
－ｉω＋βｒ

（ｚｌ１＋ｉωａｌ１）Ｈ２（ω）； （５０）

　　　　　　　　　　Ｔｌ３ ＝４（ｚ
２
ｌ１＋ω

２ａ２ｌ１） Ｈ２（ω）
２。 （５１）

将Ｔｌ１和Ｔｌ２按标准二阶和标准一阶系统的频率响应特性函数的模平方 Ｈ２（ω）
２、Ｈ１ｊ（ω）

２进行恒

等分解，得：

Ｔｌ１ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｅ２ｌｊ Ｈ１ｊ（ω）

２＋∑
ｎ－１

ｊ＝１
∑
ｎ

ｒ＝ｊ＋１

２ｅｌｊｅｌｒ
βｊ＋βｒ

βｊ Ｈ１ｊ（ω）
２＋βｒ Ｈ１ｒ（ω）( )２ ；

Ｔｌ２ ＝４∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｒ＝１
ｅｌｒ Ｑｌ１ｒ Ｈ１ｒ（ω）

２＋Ｖｌ１ｒ Ｈ２（ω）
２＋Ｗｌ１ｒω

２ Ｈ２（ω）[ ]２ 。

式中：Ｑｌ１ｒ、Ｖｌ１ｒ、Ｗｌ１ｒ为代表参数多项式的常量；Ｈ１ｊ（ω）为标准一阶系统的频率响应特性函数，一阶系统运
动方程标准形式为

　　　　　　　　　　δ
·

ｌｊ（ｔ）＋βｊδｌｊ（ｔ）＝ｆ（ｔ）， （５２）

且有 Ｈ１ｊ（ω）
２ ＝ １
ω２＋β２ｊ

。

由式（４９）～式（５１），得结构平稳响应方差Ｅ［Ｓ２ｌ（ｔ）］按系列标准振子响应方差分解的解析表达式为

　　　　　　　　Ｅ［Ｓ２ｌ（ｔ）］＝Ｅ［σ
２］（Ｄｌ１＋Ｄｌ２＋Ｄｌ３＋Ｄｌ４）， （５３）

其中：

　　　　　　　　　　　　Ｄｌ１ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｅ２ｌｊＩ１ｊ； （５４）

　　　　　　Ｄｌ２ ＝２∑
ｎ－１

ｊ＝１
∑
ｎ

ｒ＝ｊ＋１

ｅｌｊｅｌｒ
βｊ＋βｒ

（βｊＩ１ｊ＋βｒＩ１ｒ）＋４∑
ｎ

ｒ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｌｒＱｌ１ｒＩ１ｒ； （５５）

　　　　　　　　Ｄｌ３ ＝４∑
ｎ

ｒ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｌｒ Ｖｌ１ｒＩ２１ｊ＋Ｗｌ１ｒＩ２２[ ]

ｊ ； （５６）

　　　　　　　　　　　　Ｄｌ４ ＝４（ｚ
２
ｌ１Ｉ２１ｊ＋ａ

２
ｌ１Ｉ２２ｊ）。 （５７）

式中：Ｉ１ｊ（βｊ）为一阶系列标准振子的位移响应方差；Ｉ２１ｊ（ωｊ，ξｊ）和Ｉ２２ｊ（ωｊ，ξｊ）分别为二阶系列标准振子的
位移与速度响应方差；它们的表达式分别为

　　　　　　　　　　Ｉ１ｊ（βｊ）＝∫
＋
!

－
!

Ｈ１ｊ（ω）
２ｆｗ（ｔ）ｄω； （５８）

　　　　　　　　　　Ｉ２１（ω１，ξ１）＝∫
＋
!

－
!

Ｈ２（ω）
２ｆｗ（ｔ）ｄω； （５９）

　　　　　　　　　　Ｉ２２（ω１，ξ１）＝∫
＋
!

－
!

ω２ Ｈ２（ω）
２ｆｗ（ｔ）ｄω。 （６０）

李桂青
［１０］
已经求得了Ｉ１ｊ（ωｊ，ξｊ），Ｉ２ｊ（ωｊ，ξｊ）的解析表达式，Ｅ［σ

２］中的参数可由规范查得，故由式

（５３）可得到结构风振响应的解析解。

４　结构设计响应分析

由于结构设计响应值Ｒ（ｘ１）是响应ｘ１的最大值，故它可取为峰值因子ｃｆ与响应 ｘ１的标准差 σｘ１ ＝

Ｅ［ｘ２１槡 ］的乘积，即

　　　　　　　　　　　　　　Ｒ（ｘ１）＝ψ１ｃｆ Ｅ［ｘ２１槡 ］， （６１）
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上部结构由振型ψ１展开
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｘ＝ψ１ｘ１， （６２）

对主体结构，ω１为结构的一阶自振频率，其刚度与第一振型关系为

　　　　　　　　　　　　　　Ｋψ１ ＝ω
２
１Ｍψ１， （６３）

故有

　　　　　　　　　　　　　　ＫＲ（ｘ１）＝ω
２
１Ｍψ１ｃｆ Ｅ［ｘ２１槡 ］。 （６４）

上部结构第ｉ层所受等效风振力Ｐｄｉ为

　　　　　　　　　　　　　　Ｐｄｉ＝ｋｉＲ（ｘ１ｉ）＝ω
２
１ｍｉψ１ｉｃｆ Ｅ［ｘ２１槡 ］， （６５）

式中：ｍ０ｉ为上部结构在第ｉ层处的质量；φ１ｉ为第一振型ψ１在第ｉ层处的分量。考虑到结构顺风向的风载可
以看成是平均风力和等效风振力共同作用的总效应，于是可得到结构第 ｉ层顺风向的等效静态设计风荷
载取值为

　　　　　　　　Ｐｉ＝Ｐ（Ｈｉ）＋Ｐｄｉ＝Ｐ（Ｈｉ）＋ω
２
１ｍｉψ１ｉｃｆ Ｅ［ｘ２１槡 ］。 （６６）

５　算　例

某海边一２０层钢结构建筑，层高均为３５ｍ，每层质量１１０ｔ，迎风面积１０５ｍ２，当地基本风压为
７００Ｎ／ｍ２，Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ风谱中的地面粗糙系数取ｋ＝０００１２９［１１］。结构第一振型阻尼比 ξ０１＝００２，结构
的自振周期为Ｔ１＝１５９７ｓ。分３种工况添加 Ｍａｘｗｅｌｌ阻尼器：工况１，每层加３０个修正刚度 ｋ０ｉ＝４５

×１０６Ｎ／ｍ、阻尼ｃ０ｉ＝４５×１０
５Ｎ·ｓ／ｍ、松弛时间λ１＝０１ｓ的相同的阻尼器；工况２，每层加３０个修

正刚度ｋ０ｉ＝４５×１０
６Ｎ／ｍ、阻尼ｃ０ｉ＝２２５×１０

５Ｎ·ｓ／ｍ、松弛时间λ２＝００５ｓ的相同的阻尼器；工况

３，每层加３０个修正刚度ｋ０ｉ＝４５×１０
６Ｎ／ｍ、阻尼ｃ０ｉ＝０９×１０

５Ｎ·ｓ／ｍ、松弛时间λ３＝００２ｓ的相同
的阻尼器。

图２给出了上述工况１（λ１＝０１ｓ）下和不加阻尼器的普通结构的风振位移响应值。图３给出了３

种工况，即添加不同参数阻尼器后结构产生的风振位移响应值。表１列出了有无Ｍａｘｗｅｌｌ阻尼器结构的
等效静态设计风荷载取值。可以看出，高层结构在添加了阻尼器以后，各楼层的位移响应有大幅减小，

且在结构都添加阻尼器时，所添加的阻尼器的松弛时间越长（阻尼越大），结构的位移减小越明显。此

外，工况１与普通结构相比，结构的等效风荷载减少了３８７％ ～１５７７％。可见，带 Ｍａｘｗｅｌｌ阻尼器的
结构对于减少等效风荷载作用效果是明显的。

图２　工况１和普通结构各楼层风振位移响应设计值
Ｆｉｇ２　Ｆｉｒｓｔｃａｓｅａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｄｅｓｉｇｎｏｆｗｉｎｄｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｏｒｄｉｎａｒｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图３　３种加阻尼器工况下结构各楼层风振位移响应设计值
Ｆｉｇ３　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｄｅｓｉｇｎｏｆｗｉｎｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｕｎｄｅｒｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｄａｍｐｅｒｓ
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表１　各楼层等效静态设计风荷载取值
　　　　　　　　　　　　　　　Ｔａｂｌｅ１　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔａｔｉｃｄｅｓｉｇｎｗｉｎｄｌｏａｄｖａｌｕｅｏｆｅａｃｈｆｌｏｏｒ ｋＮ

楼层
等效风振力

普通结构 带阻尼器结构 减少比例／％
平均风力

所有结构

等效静态设计风荷载取值

普通结构 带阻尼器结构 减少比例／％

１ ９５５ ５６９ ４０３８ ９５３６ １０４９１ １０１０６ ３６８

２ １９０４ １１３５ ４０３７ １１２６２ １３１６６ １２３９８ ５８４

３ ２８４２ １６９５ ４０３７ １２４１３ １５２５５ １４１０８ ７５２

４ ３７６４ ２２４４ ４０３８ １３３００ １７０６５ １５５４５ ８９１

５ ４６６３ ２７８１ ４０３７ １４０３２ １８６９５ １６８１３ １００７

６ ５５３５ ３３００ ４０３７ １４６６０ ２０１９５ １７９６０ １１０７

７ ６３７４ ３８０１ ４０３７ １５２１２ ２１５８６ １９０１３ １１９２

８ ７１７６ ４２７９ ４０３７ １５７０８ ２２８８４ １９９８７ １２６６

９ ７９３６ ４７３２ ４０３７ １６１５８ ２４０９４ ２０８９１ １３３０

１０ ８６５０ ５１５８ ４０３７ １６５７２ ２５２２２ ２１７３０ １３８５

１１ ９３１２ ５５５３ ４０３７ １６９５５ ２６２６７ ２２５０８ １４３１

１２ ９９２０ ５９１５ ４０３７ １７３１３ ２７２３３ ２３２２９ １４７０

１３ １０４７０ ６２４３ ４０３７ １７６４９ ２８１１９ ２３８９２ １５０３

１４ １０９５８ ６５３４ ４０３７ １７９６６ ２８９２４ ２４５００ １５２９

１５ １１３８２ ６７８７ ４０３７ １８２６６ ２９６４８ ２５０５３ １５５０

１６ １１７４０ ７０００ ４０３７ １８５５１ ３０２９１ ２５５５１ １５６５

１７ １２０２８ ７１７２ ４０３７ １８８２３ ３０８５１ ２５９９５ １５７４

１８ １２２４６ ７３０２ ４０３７ １９０８３ ３１３２９ ２６３８５ １５７８

１９ １２３９１ ７３８９ ４０３７ １９３３２ ３１７２３ ２６７２１ １５７７

２０ １２４６５ ７４３３ ４０３７ １９５７１ ３２０３６ ２７００４ １５７１

６　结　论

本文对多自由度Ｍａｘｗｅｌｌ结构的高层建筑随机风振响应等效静态风荷载取值进行了研究，获得了
结构基于规范Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ谱对应的以第一振型表示的结构随机响应和等效风荷载的解析解，并验证了本
文所用方法的准确性。现行规范没有对多自由度带 Ｍａｘｗｅｌｌ结构风振响应进行分析的推荐方法［１２］。通

过本文的分析和算例可以看出，多自由度带Ｍａｘｗｅｌｌ的风振响应与不带Ｍａｘｗｅｌｌ的结构风振响应有较大
区别，因此本文的方法可为相关结构的设计和优化提供参考。
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