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ＮＡ列的中心极限定理
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摘　要：讨论了有界ＮＡ列的渐近正态问题，利用截尾以及构造函数的方法，在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ条件下，得
到了ＮＡ序列的中心极限定理并给出了证明。
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１　引言和引理

１９８３年ＪｏａｇＤｅｖ和Ｐｒｏｓｃｈａｎ引入了ＮＡ（ｎｅｇ
ａｔｉｖｅｌｙａｓｓｏｃｉａｔｅｄ）的概念，由于 ＮＡ在可靠性理
论、渗透理论和多元统计分析中应用广泛，引起

了人们的高度兴趣，本文给出Ｌｅｂｅｓｇｕｅ条件下ＮＡ
序列的中心极限定理。

定义１［１］　称 ｒｖ列 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，ｎ≥２是
ＮＡ的，若对｛１，２，…，ｎ｝的任意两个非空子集 Ａ１，
Ａ２，均有ｃｏｖ（ｆ１（Ｘｉ，ｉ∈Ａ１），ｆ２（Ｘｊ，ｊ∈Ａ２））≤０，其
中ｆｉ，ｉ＝１，２，是关于各变元单调的函数。称ｒｖ列
［Ｘｎ，ｎ≥１］是ＮＡ列，如果对任意ｎ≥２，Ｘ１，Ｘ２，…，
Ｘｎ是ＮＡ的。

定义２　设ｆ为Ｒ上的实函数，０＜α≤１，有
‖ｆ‖α ＝ｓｕｐ｛｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜／｜ｘ－ｙ｜

α；ｘ∈Ｒ，ｙ
∈Ｒ｝，φα ＝｛ｆ：Ｒ→Ｒ，且‖ｆ‖α ＜∞｝。

引理１［２］　 设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ为 ＮＡ变量，有

ＥＸｊ
２ ＜∞，则λｊ∈Ｒ，ｊ＝１，…，ｎ，有

　　 Ｅｅｘｐ∑
ｎ

ｊ＝１
λｊＸ( )ｊ －Π

ｎ

ｊ＝１
ＥｅｘｐλｊＸ( )

ｊ

　　≤－２∑
１≤ｌ≤ｊ≤ｎ

｜λｉλｊ｜ｃｏｖ（Ｘｌ，Ｘｊ）。

引理２［３］　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ为相互独立的随机

变量，有ＥＸｊ＝０，并对于某０＜α≤１，有Ｅ｜Ｘｊ｜
２＋α

＜∞，ｊ＝１，…，ｎ，又设ｆ：Ｒ→Ｒ且二次可微，满足

‖ｆ″‖α ＜∞，则

Ｅｆ（Ｓｎ／ｓｎ）－∫ｆｄΦ ≤ｃ‖ｆ″‖αｓ
－２－
ｎ

α∑
ｎ

ｊ＝１
Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋α。

其中：ｓｎ＝（ＥＳ
２
ｎ）
１／２＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｅ（Ｘ２ｊ( )）１／２

，Φ为标准正

态分布函数。

引理３［４］　设｛Ｘｎ；ｎ≥１｝的ｐ阶矩存在，当０
＜ｐ≤１时是任意随机序列，当ｐ≥１时是ＮＡ零均

值序列，则０＜ｐ≤２，有Ｅ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ｜

ｐ）≤ｃ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ

｜Ｘｉ｜
ｐ。

引理４［５］　ｒｖ列｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ＮＡ的。ｍ≥
２，Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ是集合｛１，２，…，ｎ｝的两两不交的非
空子集，如果ｆｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ，对每个变元单调。

（１）ｆ１（Ｘｊ，ｊ∈ Ａ１），…，ｆｍ（Ｘｊ，ｊ∈ Ａｍ）仍是 ＮＡ
的。

（２）如果ｆｉ≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ，则Ｅ（Π
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ（Ｘｊ，

ｊ∈Ａｊ））≤ Π
ｍ

ｉ＝１
Ｅｆｉ（Ｘｊ，ｊ∈Ａｊ）。

注：本文中出现的常数 ｃ在不同的地方可能取
不同的常数。

２　主要结果及证明

定理　设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ＮＡ列，　Ｘ →ｎ
ｐ
Ｘ，

｜Ｘｎ｜≤｜Ｙ｜ａｓ（ｎ≥１），Ｅ｜Ｙ｜＜∞，满足ＥＸ＝
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０，０＜ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊ ＜∞及

　　　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ（Ｓｎ

２／ｎ）＝σ２ ＞０， （１）

存在严格单调上升的自然数列｛ｎｋ｝，０＝ｎ０＜ｎ１＜
ｎ２ ＜…，对某一个０＜α≤１满足ｍｋ＝ｎｋ－ｎｋ－１，

　　　　∑
∞

ｋ＝１

ｍｋ
ｎ( )
ｋ

１＋α／２

＜∞， （２）

ｊ∈Ｎ，ｒｖＳｎｊ－１，ｍｊ ＝∑
ｎｊ

ｋ＝ｎｊ－１＋１
Ｘｋ，设Ｓｎｊ－１，ｍｊ相互独立，必

有Ｓｎ／ ＥＳ２槡 →ｎ
ｄ
Ｎ（０，１）。

证明　由式（１）可知，当ｎ足够大时，有 ＥＳ２ｎ
≥ｃｎ。

在式（２）条件下，由级数的收敛性可知，ｍｋ／ｎｋ
→０（ｋ→∞），根据单调有界性原理：ｋ有 ｍｋ／ｎｋ
≤１，结合引理３，

　　ε＞０，Ｐ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｍｋ

｜Ｓｎｋ－１，ｊ｜＞ε ｎｋ－槡 １）

（１／ｎｋ－１）Ｅ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｍｋ
｜Ｓｎｋ－１，ｊ｜）

２≤ｃ１ｎｋ－１∑
ｍｋ

ｊ＝１
Ｅ｜Ｘｊ｜

２

≤ｃ
ｍｋ
ｎｋ－１
ｍａｘ
１≤ｊ≤ｍｋ

ＥＸ２ｊ→ｃ
ｍｋ
ｎｋ－１

＝ｃ１＋
ｍｋ
ｎｋ－

( )
１

ｍｋ
ｎｋ

≤ｃｍｋ／ｎｋ→０，ｋ→∞。

令Ｘｊ 槡′＝－ｊＩ（Ｘｉ 槡＜－ｊ）＋ＸｊＩ（｜Ｘｊ｜≤槡ｊ） 槡＋ｊＩ（Ｘｊ 槡＞ｊ），Ｙｊ＝Ｘｊ′－
ＥＸｊ′，Ｚｊ＝Ｘｊ－Ｙｊ，
则Ｘｊ′，Ｙｊ，Ｚｊ都是Ｘｊ的非降函数，由引理４知｛Ｘｊ′｝，
｛Ｙｊ｝，｛Ｚｊ｝仍为ＮＡ列，且有ＥＹｊ＝０，ＥＺｊ＝０。结合

条件０＜ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊ ＜∞，有

１
ｎＥ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )ｊ

２≤ １ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ＥＺ２ｊ≤

１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｅ（Ｘｊ－Ｘｊ′）

２

＝１ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｅ［（Ｘｊ－Ｘｊ′）

２（Ｉ（｜Ｘｊ｜≤槡ｊ）＋Ｉ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ））］

≤ １ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
［ＥＸ２ｊＩ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）＋ｊＰ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）］

≤ １ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
［ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊＩ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）＋ｊＰ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）］

≤ ２ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊＩ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）→０，

那么ε＞０，由Ｍａｒｋｏｖ不等式知

　　Ｐ １

槡ｎ
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｚｊ ＞( )ε≤ １

ε２ｎ
Ｅ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )ｊ

２
→０。

所以

１
ｎＥ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｙ( )ｊ

２ ＝１ｎ (Ｅ ∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｘｊ－Ｚｊ )） ２

＝１ｎＥＳ
２
ｎ＋
１
ｎＥ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )ｊ

２－２ｎＥＳｎ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )[ ]ｊ

σ２－ １
ｎＥＳ

２( )ｎ １／２ １
ｎＥ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )ｊ[ ]２ １／２

σ２－（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊ）

１／２ １
ｎＥ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｚ( )ｊ[ ]２ １／２

→σ２ ＞０。

　　由上可知，为证明定理成立，只需证明

∑
ｎｋ

ｊ＝１
Ｙ( )ｊ ／ Ｅ∑

ｎｋ

ｊ＝１
Ｙ( )ｊ槡

→２
ｄ
Ｎ（０，１），ｋ→∞ 。（３）

记 Ｕｋ ＝∑
ｍｋ

ｊ＝１
Ｙｎｋ－１＋ｊ，Ｔｋ ＝∑

ｋ

ｊ＝１
Ｕｊ ＝∑

ｎｋ

ｊ＝１
Ｙｊ，Ｇｋ（ｕ）＝

Ｐ（Ｔｋ／ ＥＴｋ槡
２ ＜ｕ），ｕ∈Ｒ。

　　依据Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理，ＥＵｋ＝０，Ｅ｜Ｕｋ
｜ｐ＜∞，ｐ＞０。由式（３）知，要证明定理的结论成
立，只需要证明

　　ｕ∈Ｒ，有 ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｇｋ（ｕ）＝Φ（ｕ）。 （４）

　　下面证明式（４）成立。
　　ｕ∈Ｒ，ε∈ （０，１］，构造函数 ｆε，ｇε：Ｒ→
Ｒ，均三次可微，并且

①ｆε（ｘ），ｇε（ｘ）∈［０，１］；

②ｆε（ｘ）＝
１，ｘ≤ｕ；
０，ｘ≥ｕ＋ε{

；

ｇε（ｘ）＝
１，ｘ≤ｕ－ε；
０，ｘ≥ｕ{

；

③α∈（０，１］，使‖ｆε″‖α≤ｃε
－２－α，‖ｇε″‖α≤

ｃε－２－α。
当ε＝１时，上述满足条件的函数存在［３］。

当ε∈（０，１）时，只要令 ｆε（ｘ）＝ｆ（ｕ＋（ｘ－
ｕ）／ε），ｇε（ｘ）＝ｇ（ｕ＋（ｘ－ｕ）／ε）。

显然ε∈（０，１），有Ｅｇε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ）≤Ｇｋ（ｕ）

≤Ｅｆε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ），

即 Ｅｇε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ）－Φ（ｕ）≤ Ｇｋ（ｕ）－Φ（ｕ）≤

Ｅｆε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ）－Φ（ｕ）。
所以，

｜Ｇｋ（ｕ）－Φ（ｕ）｜≤ Ｅｆε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ）－∫ｆεｄΦ ＋
２Ｅｇε（Ｔｋ／ ＥＴ２槡 ｋ）－∫ｇεｄΦ ＋
∫ｆεｄΦ－Φ（ｕ）＋２∫ｇεｄΦ－Φ（ｕ）
Ｉ１＋２Ｉ２＋∫ｆεｄΦ－Φ（ｕ）＋２∫ｇεｄΦ－Φ（ｕ）
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≤Ｉ１＋２Ｉ２＋∫
ｕ＋ε

ｕ
｜ｆε｜ｄΦ＋２∫

ｕ

ｕ－ε
｜ｇε｜ｄΦ

≤Ｉ１＋２Ｉ２＋２∫
ｕ＋ε

ｕ－ε
ｄΦ（ｕ）

≤Ｉ１＋２Ｉ２＋４ε／ ２槡π→Ｉ１＋２Ｉ２，ε→０。
　　下证Ｉ１→０。
　　由引理２知：

Ｉ１≤ｃ‖ｆ″‖α（ＥＴ
２
ｋ）
－１－α／２∑

ｋ

ｊ＝１
Ｅ（Ｕｊ）

２＋α

＝ｃ‖ｆ″‖α（ＥＴ
２
ｋ／ｎｋ）

－１－α／２ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｅ（Ｕｊ）

２＋α

→ｃ‖ｆ″‖ασ
－１－αｎ－１－α／２ｋ ∑

ｋ

ｊ＝１
Ｅ（Ｕｊ）

２＋α

≤ｃｎ－１－α／２ｋ ∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍｋ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｙｎｋ－１＋ｉ｜

２＋α＋ ∑
ｍｋ

ｉ＝１
ＥＹ２ｎｋ－１( )＋ｉ

１＋α／( )２

ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｋ

ｊ＝１
∑
ｍｋ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｙｎｋ－１＋ｉ｜

２＋α＋（ｍｋｍａｘ１≤ｉ≤ｍｋ
ＥＸ２ｉ）

１＋α／( )２

→ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｎｋ

ｊ＝１
Ｅ｜Ｙｊ｜

２＋α＋ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｋ

ｊ＝１
ｍ１＋α／２ｊ

→ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｎｋ

ｊ＝１
Ｅ｜Ｙｊ｜

２＋α。 （５）

　　下证∑
ｎｋ

ｊ＝１
ｊ－１－α／２Ｅ｜Ｙｊ｜

２＋α ＜∞。

由Ｃｒ不等式，

∑
ｎｋ

ｊ＝１
ｊ－１－α／２Ｅ｜Ｙｊ｜

２＋α

≤∑
ｎｋ

ｊ＝１
ｊ－１－α／２Ｃ２＋α（Ｅ｜Ｘｊ′｜

２＋α＋（Ｅ｜Ｘｊ′｜）
２＋α）

≤∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２２Ｃ２＋αＥ｜Ｘｊ′｜

２＋α∑
∞

ｊ＝１
ｃｊ－１－α／２Ｅ｜Ｘｊ′｜

２＋α

＝ｃ∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２Ｅ｜Ｘｊ′｜

２＋α（Ｉ（｜Ｘｊ｜≤槡ｊ）＋Ｉ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ））

＝ｃ∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋αＩ（｜Ｘｊ｜≤槡ｊ）＋ｃ∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２·

　 Ｅ｜Ｘｊ｜
２＋αＩ（｜Ｘｊ 槡｜＞ｊ）

∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋αＩ（｜Ｘｊ｜≤槡ｊ））

＝∑
∞

ｊ＝１
ｊ－１－α／２∑

ｊ

ｉ＝１
（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋αＩ（ｉ－１＜Ｘ２ｊ≤ｉ））

＝∑
∞

ｊ＝ｎ
ｊ－１－α／２∑

∞

ｉ＝１
（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋αＩ（ｉ－１＜Ｘ２ｊ≤ｉ））

≤ｃ∑
∞

ｉ＝１
ｉ－α／２（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
Ｅ｜Ｘｊ｜

２＋αＩ（ ｉ－槡 １＜｜Ｘｊ｜≤槡ｉ））

≤ｃ∑
∞

ｉ＝１
ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
Ｅ｜Ｘｊ｜

２Ｉ（ ｉ－槡 １＜｜Ｘｊ｜≤槡ｉ）

＝ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ
ＥＸ２ｊ ＜∞。

　　根据Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ引理，ｎ－１－α／２ｋ ∑
ｎｋ

ｊ＝１
Ｅ｜Ｙｊ｜

２＋α→０，

所以Ｉ１→０。
　　同理 Ｉ２→０。

所以Ｇｋ（ｕ）－Φ（ｕ）→０，即Ｓｎ／ ＥＳ２槡 →ｎ
ｄ
Φ（ｘ），

结论得证。
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