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摘　要：论述了拓扑学和函数论、几何学、代数学、微积分、图论、集合论、概率论与数理统计、分
形几何、模糊数学等在地图学中的应用，并对应用了多种数学工具和数学方法的数理地图学作了简要

介绍。数学在地图学中的广泛应用说明了数学在促进地图学的发展中发挥着重要作用。
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数学是研究现实世界中的数量关系和空间形

式的一门学科［１］。地图表示和反映的对象是地理

空间中的自然现象和社会经济现象，也即为地球

上大气圈、水圈、生物圈、岩石圈和土壤圈交互

作用的区域内的事物［２］。空间地学实体间的数量

关系和空间形式的客观存在，决定着数学与地图

学之间存在着十分密切的关系。本文根据数学在

地图学中的应用，分别对拓扑学和函数论、几何

学、微积分等进行论述。

１　拓扑学和函数论

地图投影是地图的数学基础。地图投影也就

是建立平面上的点 （用平面直角坐标或极坐标表

示）和地球表面上的点（用纬度φ、经度λ表示）之
间的函数关系，即

　　　　　　
ｘ＝ｆ１（φ，λ）

ｙ＝ｆ２（φ，λ
}
）
， （１）

不同的 ｆ１、ｆ２，决定着不同的具体的地图投影
［３］。

地图投影变换，定义为２个二维场间的拓扑变
换。若视地球表面为一剪开的具有曲线坐标φ、λ的
二维场，那么，地图投影及其逆变换就是投影

变换的一个特例［４］。所谓拓扑变换，是一种既不

撕破也不捏合，但允许将图伸缩和弯曲的变换［５］。

图１中的２幅南美洲地图，直观地表示了拓扑变
换的含义。

根据拓扑学中网的数学定义，可以导出地图学

中坐标网、水网、道路网等地图网络的数学定义［６］，

因变量是自变量的函数［７］。式（１）中，ｘ、ｙ因给定的
φ、λ值而变，ｘ、ｙ是φ、λ的函数。获得ｘ的ｆ１和获得
ｙ的ｆ２是两个不同的函数。对应、映射、变换都是函
数的同义词［８］。

地图符号是地图的语言。地图符号本质上是制

图物体在三重拓扑映射下的平面象。这三重拓扑

图１　南美洲在２种不同投影中的形状
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是：三维空间Ｘ到地球椭球面Ｓ的映射ｆ∶Ｘ→Ｓ，椭
球面Ｓ到制图者认知结构Ｙ的映射ｇ∶Ｓ→Ｙ，以及
Ｙ到二维平面Ｚ的映射ｑ∶Ｙ→Ｚ。设ｘ为制图区域Ａ
内的制图物体，ｘ∈ＡＸ，则ｆ（ｘ）∈ｆ（Ａ）Ｓ为
其椭球面上的投影，ｇｆ（ｘ）∈ｇｆ（Ａ）Ｙ为制图者关
于ｘ及ｆ（ｘ）的知识，它以观念形态存在于制图者的
认知结构Ｙ中。ｑｇｆ（ｘ）∈ ｑｇｆ（Ａ） Ｚ则为地图符
号。制图者根据地图专题选定ｘ的属性，通过主观干
预保证ｘ与ｑｇｆ（ｘ）的一一对应性［９］。

２　几何学

以著名的第五公设 （平行公理）演绎出来的

几何体系，称为欧几里得几何。透视方位投影就

是利用欧氏几何建立地图投影的传统方法。透视

方位投影，根据视点与地球球心距离的大小，又

可分为正射投影 （视点在无穷远）、外心投影 （视

点位于球面外有限距离处）、球面投影 （视点在地

球面上）和球心投影 （视点在地球中心）。我国学

者李国藻创设的双重方位投影也属几何方法建立

的投影［１０］。

投影变形在地图投影中不可避免，笔者在文

献 ［１１］中对此用几何方法给出了形象的证明。
地图应用中常有面积量算。面积量算中的几

何图形计算法、方格法、平行线法、经纬网格法

等量算方法，都基于几何学的基本原理［１２］。

３　微积分

微积分在地图学中的应用相当普遍。

建立地图投影的基本公式时，求一阶基本量

（也称高斯系数）Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ是推导公式的基础，这
过程要对椭球面上的微分梯形沿经线、沿纬线、沿

对角线微分，一阶基本量的表达式也是关于 φ或关
于λ的偏导数。等角条件、等积条件、等距离条件的
确定，也包含一系列的微分和偏导数运算。

从赤道至纬度φ之间的子午线弧长ｓ表现为积
分

　　　　ｓ＝∫
φ

０

ａ（１－ｅ２）
（１－ｅ２ｓｉｎ２φ）３／２

ｄφ， （２）

式中：ａ为地球椭球的长半径，ｅ为第一偏心率。
椭球面上由经线 λ１、λ２，纬线 φ１、φ２围成的球

面梯形面积的积分式为

　　　　Ｆ＝∫
λ２

λ１
∫
φ２

φ１
ＭＮｄφｄλ， （３）

式中：Ｍ为子午圈曲率半径，Ｎ为卯酉圈曲率半径。
在等积投影计算中，需求经差１ｒａｄ的从赤道

至纬度φ的球面梯形面积（以ｋｍ２为单位）。
高斯 －克吕格投影的ｘ、ｙ坐标公式推导过程，

需要进行一系列复杂的微分和导数、偏导数运算。

杨启和通过对高斯 －克吕格投影族的研究［１３］，推

导出高斯 －克吕格投影族长度比公式为

　　　　μ＝１ｒ
ｘ
( )ｌ

２

＋ ｙ
( )ｌ[ ]２ １／２

， （４）

高斯 －克吕格投影族子午线收敛角公式为

　　　　ｔａｎｒ＝ｘ
ｌ
／ｙ
ｌ
。 （５）

这两式都包含着ｘ、ｙ关于ｌ（经差）的偏导数。

４　代数学

代数学中把形如Ｆ１（ｘ，ｙ，…，ｚ）＝Ｆ２（ｘ，ｙ，…，

ｚ）的等式称为方程。方程即含有未知数的等式。
以地球椭球长半径 ａ和短半径 ｂ，以地心为坐

标原点的椭球面方程为

　　　　 ｘ
２

ａ２
＋ｙ

２

ａ２
＋ｚ

２

ｂ２
＝１。 （６）

多圆锥投影、伪圆柱投影和圆柱投影，其经线

都对称于中央经线，其经线方程表现为纬度 φ或 φ
的函数ψ的高次幂方程［１４］

ｘｉｊ＝ａｉ０φｊ＋ａｉ１φ
３
ｊ＋ａｉ２φ

５
ｊ＋… ＋ａｉｍ－１φ

２ｍ－１
ｊ

ｙｉｊ＝ｂｉ０＋ｂｉ１φ
２
ｊ＋ｂｉ２φ

４
ｊ＋… ＋ｂｉｎ－１φ

２（ｎ－１） }
ｊ

。 （７）

　　若ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）中至少有一个是初等超越函数，
则方程ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）称为初等超越方程（简称超越
方程）。由赤道至纬度φ的子午线弧长公式，即本文
的式（２），经变换后表现为（采用 ＩＵＧＧ７５椭球参
数）：

　　ｓ＝１１１１３３００４６φ－１６０３８５２８ｓｉｎ２φ＋
１６８３３ｓｉｎ４φ－００２２ｓｉｎ６φ＋０００００３ｓｉｎ８φ。

（８）
　　经差１ｒａｄ，由赤道至纬度φ的椭球面梯形面积
为

Ｆ＝ａ
２（１－ｅ２）
４ｅ

２ｅｓｉｎφ
１－ｅ２ｓｉｎ２φ

＋ｌｎ１＋ｅｓｉｎφ１－ｅｓｉｎ[ ]φ。（９）
　　等角表象函数Ｕ公式为

　　　　Ｕ＝ｔａｎ（４５°＋φ／２）
ｔａｎｅ（４５°＋ψ／２）

， （１０）

式中：ψ＝ｓｉｎ－１（ｅｓｉｎφ）。上述式（８）、（９）、（１０）都
属代数学中的超越方程。笔者在文献［１５］中给出了
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这类超越方程的反解程序（已知ｓ、Ｆ或Ｕ反解纬度
φ）。

地图表示对象中，不乏空间曲线，空间曲线的

方程形式为［１６］

　　　　
Ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝０

Ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝
}０。 （１１）

布尔代数又称逻辑代数，是阐释计算机计算

原理的数学基础。对以点为基本元素的地图图像

系统、以地图符号为基本元素的地图符号系统和

地图图层为基本元素的地图图层系统，笔者证明

了它们都属于布尔代数系［１７－１９］。笔者还论证了地

图编绘过程实质上是通过有限的制图综合算子进

行布尔运算的过程［２０］。

５　图　论

文献 ［２１］给出了图的经典定义。由于地图
是图的集合中的子集，“地”字的限制，使它与其

他图种如电路图、植物图等有本质的区别，使其

具有地图的基本特性［２２］。由于地图至少要有一个

点作为内容，才能成其为图。而一个点按图的定

义叫平凡图。考虑到内图廓线存在的必然性，所

以任何情况下，地图都满足标准的图的定义，这

是地图存在的逻辑基础。笔者在文献 ［２３］中，
在给出地图内容和形数学表述的基础上，给出了

严密的地图数学定义。

地图符号可分为点状符号、线状符号和面状

符号三大类。点线符号构成图 Ｇ，而面状符号则是
图Ｇ的平面嵌入，即平面图Ｇ之平面嵌入，把平面分
成若干个连通的封闭区域，每个区域叫做图Ｇ的一
个面，那个无界面叫做图Ｇ的外面。从图论观点，又
揭示了面状地图符号为点线地图符号构成的图 Ｇ
的平面嵌入这一特性［２４］。图论也阐释了图形（由点

线符号构成）与背景（由面状符号构成）在生成原

理与视觉感受上的本质区别。

６　集合论

地图所表示的地学实体，如居民地、道路网、

水系、地貌等，本质上是不同性质的点的集合。

地图符号具有性质特征ｉ、表象特征（颜色）ｊ、浓淡
层次ｔ三种基本特征。这些基本特征，是推出黑白
地图、彩色地图等地图点集模型的基础［２５］。

分类是认识事物、处理信息的一个基本步骤。

地图符号分类体系中的每一种分类方法，都是按

一定的标志将符号分成若干集合族，不同的标志，

就构成不同的分类。例如，按符号定位部分的几

何性质，可分为点状、线状和面状地图符号；按

符号与地图比例尺的相关性，可分为依比例符号、

不依比例符号和半依比例符号［２６］；按地图符号是

否反映现实存在可分为模拟和虚拟地图符号

等［２７－２８］。集合论为地图内容分类提供了数学工

具。

不同的地貌形态可视为一定区域内任意点ｉ对
确定的地貌特征点 Ｐ的高差满足某一条件的点的
集合。设地貌特征点Ｐ的邻域为Ａ，对于ｉ∈Ａ，若ＨＰ
－Ｈｉ＝Ｄ，根据条件Ｄ的不同，可分别对斜坡、山、山
脊、凹地、谷地、鞍部等给出定义［２９］。山地和平原通

过海拔高程和起伏度条件限制可以统一其定义［３０］。

应用集合论的邻域概念，通过地貌特征点所满足不

同约束条件，可以建立地貌形态数学定义严密体

系［３１］。

集合Ｘ上的自反、反对称和传递关系称为偏序
关系，用“≤”表示，具有偏序关系的集合称为偏序
集［３２］。而定名量表、顺序量表、间隔量表和比率量表

等地理变量量表，其本质上是满足某种条件的源数

据偏序集（Ｘ，≤）的简化，不同的简化偏序集（Ａ，
≤）对（Ｘ，≤）具有包含关系且具有不同的形
式［３３］。

７　概率论和数理统计

概率论是从数量的侧面来研究随机现象的统

计规律的一门学科。地貌形态有时表现为概率论

中的正态分布，但大多数表现为皮尔逊Ⅲ型分布。
皮尔逊Ⅲ型曲线为英国学者皮尔逊创立，在地图
制图中颇为常见。

数理统计研究的主要对象是相关关系。在地

图制图中通常应用直线相关和曲线相关。研究一

个随机变量与另一个非随机变量的相关称为回归

分析；研究两个随机变量的相关性称为相关分析。

回归分析和相关分析在地图制图中都有应用。例

如，居民地是同道路网最密切的一个要素，居民

地的选取对道路网有重要影响。文献 ［３４］给出
的一个实例中，通过测量１００块样品，获得样品
中每块居民地的个数 Ｑ和道路的网眼数 ｎ，根据
坐标纸上给出的 ｎ和 Ｑ的相关分布，用直线方程
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拟合，通过回归计算得到回归方程

　　　　　　ｎ＝－０．６＋０．９Ｑ。 （１２）
当Ｑ＝１时有ｎ＝０３，说明只有１个居民地时

一般不构成网眼，均方差Ｓｎ ＝±０７６，离差系数 Ｃｖ
＝００６６。作者按这公式选取道路，获得较好的效
果。

在确定居民地分级选取数量指标、河流的选

取标准等方面，概率论和数理统计都有应用。

８　分形几何学

欧几里得几何在规则、光滑形状（或有序系统）

的研究中相当有效。然而，现实世界中却有许多问

题不能用欧氏几何去解决。英国人Ｌ·理查森考察
海岸线的长度问题，发现在西班牙、葡萄牙、比利时、

荷兰等国出版的百科全书记录的一些海岸长度竟相

差２０％。法国数学家蒙德尔罗布（ＢＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ）采
用瑞典数学家柯克（ＨＶｏｎＫｏｃｈ）发现的“柯克曲
线”作为思考海岸线问题的数学模型，通过深入研

究并引进了分数维概念，１９７７年正式将具有分数维
的图形称为“分形”（ｆｒａｃｔａｌ），并建立了以这类图形
为对象的数学分支———分形几何［３５］。分形是指由

各个部分组成的形态，每个部分以某种方式与整体

相似。分形几何揭示，象海岸线这样的非规则曲

线，其总长与测量尺子的长度相关：尺子越小，测量

结果越大。类似地，考虑到非规则的曲面面积测

量，这时可以把尺子看成边长为 ε的小方块。数出
与曲线或曲面相交的方块数 Ｎ（ε），则曲线的长度
Ｌ（ε）和曲面的“面积”Ａ（ε）可求。这两种情况，线
长Ｌ（ε）或曲面面积Ａ（ε）满足：

　　　　　　
Ｌ（ε）＝Ｎ（ε）ε
Ａ（ε）＝Ｎ（ε）ε}２ 。 （１３）

对于直线，Ｎ（ε）～ε－１，指数“－１”表示测量系
统的维数为１；对于平面，Ｎ（ε）～ε－２，指数“－２”表
示系统的维数为２。但对于图２所示的海岸线，它满足
　　　　　　Ｎ（ε）～ε－Ｄ。 （１４）

Ｄ可以是整数或分数，它是系统的分维。如
果Ｄ和系统的拓扑维数一致，则大多数 （并非全

部）这样的系统是欧氏的或非分形的［３６］。

何宗宜等［３７］在研究水系具有分形现象的基础

上，提出了水系要素分维数的确定方法，并利用

水系的分数维规律进行地图综合，取得较好的结

果 。

现实空间和地图上有许多类似海岸线那样的

不规则曲线，分形几何为这类曲线的度量提供了

数学工具。

图２　用分形几何量测不规则曲线长度示意图
Ｆｉｇ２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｎｏｎｒｕｌｅｃｕｒｖｅｌｅｎｇｔｈｗｉｔｈ

ｆｒａｃｔａｌｇｅｏｍｅｔｒｙ

９　模糊数学

１９６５年，美国 ＬＡＺａｄｅｌ教授提出 “模糊集

合”论文后，便产生了 “模糊数学”。模糊集合和

特征函数定义如下。

定义　Ｘ是普通集合。映射
槇
Ａ∶Ｘ→［０，１］，称

为模糊集合（ｆｕｚｚｙｓｅｔ），简称Ｆ集。
槇
Ａ（ｘ）称为ｘ相对

于Ｆ集
槇
Ａ的隶属度。

槇
Ａ（·）称为 Ｆ集合

槇
Ａ的隶属函

数［３８］。

在经线表象为直线的常规地图投影中，采用

模糊数学中的特征函数，可以表达其位置特征、

性质特征、切割特征和外在特征［３９］。地图符号的

表象特征 （颜色）、光源由标准白光到无光源的过

渡变换，观察者的视觉特征由正常视力经色盲到

失明的联系和演化等［４０］，都可以用模糊数学中的

特征函数来反映和描述 （表１）。
地图表示的对象，如自然地带、土壤、植被、

民族分布等，都是逐渐过渡的，界线模糊，这类

事物，很适于用模糊数学来描述。

在地图分析中，模糊数学也十分有用。例如，

铁路枢纽重要性模糊综合评判、地图编绘质量的

多层次模糊综合评判、区域农业气候分类的模糊

聚类分析等［４１］，都显示出其优越性。

１０　数学多学科在地图学中的应用
———数理地图学简介

数学在地图学中的广泛应用和交叉融合，孕

育和催生了以数学语言和形式描述和阐释地图学
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表１　若干现象的特征函数及其对应状态
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｈａｒａｃｔｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｔａｔｅ

表示对象 特征函数式或符号
特征值及其对应状态

１ （１，０） ０
投影位置特征 Ａ（α）＝ｃｏｓα Ａ（０°），正轴投影 Ａ（α），斜轴投影 Ａ（９０°），横轴投影
性质特征 Ｂ（ｎ）＝（１＋ｎ）／２ Ｂ（１），等角投影 Ｂ（ｎ），任意投影 Ｂ（－１），等积投影
切割特征 Ｃ（β）＝ｃｏｓ（β·９０°／Ｋ） Ｃ（０°），相切型 Ｃ（β），任意相割 Ｃ（Ｋ），极值相割
外在特征 Ｄ（γ）＝ｃｏｓγ Ｄ（０°），圆柱投影 Ｄ（γ），圆锥投影 Ｄ（９０°），方位投影

表象特征（颜色） ｊ 黑色 彩色 白色

光源参数 ａ 标准白光 色光 无光源

观察者视力参数 ｂ 感色能力正常 感色能力非正常 失明

中的相关概念和现象为重要特征的数理地图学。

２００７年出版的 《数理地图学》［４２］，在注意传统的

和现代地图学知识介绍的同时，特别增加了现行

地图学教科书中尚未收录的新内容。本书尽量吸

收最新的研究成果，数学思维贯穿全书。全书共

分１２章，其中的新内容包括：
（１）地理空间、制图区域和制图物体的数学

定义；

（２）圆柱投影、圆锥投影和方位投影的统一
数学模型；应用高斯 －克吕格投影平面直角坐标
公式反解地理坐标的方法；

（３）事物存在的时空特性与时态演化的数学
模型；

（４）定名量表、顺序量表、间距量表和比率
量表的数学本质和公式表达；

（５）从集合论原理推出山脊、谷地、鞍部等
基本地貌形态的数学定义；

（６）地图色彩变异的数学模型与色彩表象特
征值的计算公式及其对显色经验事实的验证；

（７）根据从三维空间 Ｘ到地球椭球面 Ｓ，从 Ｓ
到主体认知结构Ｙ以及从 Ｙ到二维平面 Ｚ存在三
重拓扑映射原理，给出一般地图符号的数学定义。

在此基础上，通过约束条件的不同，分别推导出

模拟和虚拟地图符号，点、线、面地图符号，依

比例、不依比例和半依比例符号的数学定义，使

地图学界广泛认同但仍局限于定性描述的多种地

图符号概念获得了精密的数学形式和定量描述；

（８）对形状、尺寸、方向等８个视觉变量给
出了数学定义；

（９）通过对地图图像系统、地图符号系统和
地图数据库系统的布尔代数结构的论证，揭示地

图编绘过程的布尔代数运算的实质；

（１０）地图内容质量特征和数量特征概括的数
学模型，选取、舍弃等制图综合算子的数学定义；

（１１）构建地图内容的数学原理和地图异构变
换的数学模型；地图现势性和地图易读性度量方

法；

（１２）图像阴阳正反的数学定义；地图复制的
数学原理和地图同构变换的数学模型等。《数理地

图学》一书的出版是运用多种数学工具和方法，

揭示地图学中某些问题的数学原理的尝试，介绍

了数学在地图学中应用的例子。

１１　结束语
数学在地图学中的应用广泛且有悠久的历史，

应用的例子比比皆是。本文从拓扑学等９个数学
分支列举了其在地图学中的应用，介绍了 《数理

地图学》中的数学内容。数学与地图学关系密切。

一方面，处理制图资料，需要使用种种数学方法；

解决制图问题，涉及各种数学模型；以数学形式

表述地图学概念，会更加简洁明白；地图制图的

基本原理，某些地图学现象的产生机制，可用数

学揭示其本质特征和内在联系。在地图学理论研

究和实践应用中引入数学思维，往往会带来新的

突破。另一方面，地图学又为数学的应用提供了

广阔的舞台，甚至于像解决曲折海岸线的量测问

题而导致分形几何产生那样，催生新的学科。数

学的肥沃土壤，孕育和催生了数理地图学。笔者

这篇拙作，难以尽列数学在地图学的方方面面的

应用及其丰硕成果，本意只在抛砖引玉，希望地

图学界同仁们更多地运用数学工具和方法，关注、

研究地图学问题，丰富和充实地图学理论。
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